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Introduction 


Voici la seconde livraison du magazine du parcours maths. Avec le mois 
d'octobre 2012, j'ai enfin vu la parution de mon livre Délires et tendances 
dans l'éducation nationale [8] que j'avais proposé à mon éditeur en mars 2012. 
L’attente a été longue à cause de la relecture et de la remise en page dans 
un format légèrement différent de celui sur lequel on m'avait demandé de 
travailler. 


Et aujourd’hui, samedi 20 octobre, je viens juste d'envoyer à 10h55 le ta- 
puscrit du volume Î de la collection Acquisition des fondamentaux pour les 
concours [9], avec une photo montrant des roses dans un jardin à Francfort 
pour la première de couverture, achevant ainsi ce volume commencé il y a si 
longtemps que je ne sais plus quand. Je suis arrivé à collecter et donner la 
solution de 540 questions sur les nombres, l’algèbre, l’arithmétique et les po- 
Iynômes : c'était l'objectif que je m'étais fixé. Ouf, voilà une bonne chose de 
faite. 


Dans ce numéro, je propose d’abord un petit tour d’actualité sur les bou- 
leversements qui continuent de s’opérer dans la sphère éducative, et ensuite 
quelques thèmes d’entraînement en maths : un problème sur la méthode du 
pivot de Jordan, 25 questions sur la notion de cardinalité et les dénombre- 
ments, une reprise du CAPES interne 1993 et pour finir un petit cours sur la 
construction du corps des complexes. 


Lisez ce qui vous plaît, entraînez-vous là où cela vous chante, sans obliga- 
tion : on a déjà beaucoup de travail à fournir pour suivre le master et préparer 
la CAPES en même temps, et beaucoup d'activités prioritaires comme tra- 
vailler les questions de nos feuilles de TD, vous le savez bien. Quoiqu'il en soit, 
un jour ou l’autre, vous pourrez avoir envie de vous lancer dans les pages de 
ce magazine... Et puis, pour passer le temps, il y a la première section qui se 
laisse lire. 


Bonne lecture, cultivez votre moral et avancez chaque jour d’un brin d’herbe 
pour finalement parcourir de longues distances. 


Dany-Jack Mercier 
Pointe à Pitre, le 20 octobre 2012 


V[mag201213-02] v1.00 
© 2012, Dany-Jack Mercier. Tous droits réservés. 


Introduction 


Chapitre 1 


Actualités d'octobre 2012 


1.1 Plus d’écrit au CAPES interne 


Il ne s’agit pas d’un scoop car la suppression des écrits des concours internes 
s’est faite en catimini avant la session 2012, mais on en parle si peu que cela 
semble n’intéresser personne. 


7 octobre 2012 - Une étudiante qui prépare le CAPES externe depuis plus 
d’un an déjà et se connecte régulièrement sur mon site MégaMaths, vient de 
réaliser que l’on ne trouvait plus de problème du CAPES interne dans le livre 
qui regroupe les annales 2012. « Comment cela se fait-il? » m'écrit-elle. 


Voici ma réponse : malheureusement le gouvernement a supprimé un bon 
nombre d’écrits des concours internes pour faire des économies, et les à rem- 
placés par l’écriture d’un dossier sur un thème de l'éducation, à envoyer par 
la poste après l’avoir fait visé par son chef d'établissement (dossier VAE — 
validation des acquis de l’expérience). Au lieu d'offrir l'égalité des chances de- 
vant des épreuves écrites d'admissibilité où tous les candidats sont traités de 
la même manière et doivent résoudre des questions et rédiger des solutions 
en temps limité, sans documents et en étant surveillés pour ne pas pouvoir 
communiquer avec l’extérieur, on préfère maintenant se décider sur quelques 
pages d’un dossier préparé chez soi et qui peuvent avoir été concoctés par 
d’autres! Personnellement, je considère cela comme un massacre et une injus- 
tice, puisque l’on ne sera jamais certain de la paternité du dossier présenté, 
et que l’on imagine bien que certains seront avantagés s’ils réussissent à se 
faire aider par des spécialistes de l'éducation. On peut imaginer faire faire « 
son » dossier par une officine payante ou par un collègue inspecteur de sa 
connaissance qui serait plus à même de savoir exactement ce qu’il convient de 
dire ou de censurer. Vu le peu de cas que les médias ont fait sur ce problème, 
j'imagine que cela n’intéresse personne. 
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L’intéressée me répond par retour de courrier : « Merci de votre réponse... 
Excusez-moi de le dire, mais cela m'a laissée sur le cul! Ça devient vraiment 
n'importe quoi! Je suis hallucinée » ! 


Il y à de quoi être halluciné quand on découvre les inventions pédagogiques 
et pratiques du vingt-et-unième siècle. Je souscris à cette réaction ! 


1.2 Livret de compétences et niveau scolaire 


Cet article à été proposé sur Agoravox le 10 octobre 2012, sous le 
titre : Le livret de compétences masque la baisse du niveau scolaire. 


Un très bon article de Mara Goyet, une collègue d’histoire-géographie qui 
a déjà enseigné 10 ans dans un collège en zone d’éducation prioritaire, et qui 
ne peut donc pas être soupçonnée de ne pas connaître les réalités de l’en- 
seignement dans ces structures, est paru au journal Le Monde du 7 octobre 
2012. 


Il met en particulier l’accent sur la question du niveau scolaire, sur l’inanité 
des items du livret de compétence (par exemple : « gestes quotidiens sans ris- 
quer de se faire mal ») et sur la dérive conséquente que toutes les innovations 
pédagogiques stériles font peser sur le travail du professeur quand celui-ci est 
tenu de renseigner et de noter à tout bout de champ dans une frénésie pa- 
thétique : cahiers de textes, appel et cahier de texte en ligne en temps réel 
(à remplir en classe sur son laptop ou sa tablette pour avoir l’incomparable 
joie de renseigner immédiatement l’administration sur les absences et sur ce 
qui à été fait ou prévu de faire en classe, compter 10 minutes de perte de 
temps par heure d’enseignement), notes en ligne pour les bulletins trimes- 
triels, validations d’items de l’incomparable et inénarrable livret personnel de 
compétences... 


Comme le dit l’auteur, il n’y a plus aucune réaction dans les salles de pro- 
fesseurs. L’encéphalogramme devient plat après le matraquage des réformes 
déstructurantes à répétition de ces dernières années. Le mot d’ordre est à la 
« survie dans son coin ». Les enseignants du terrain n’ont plus le temps de 
se battre ou de se poser des questions : il faut refaire son cours en suivant 
des programmes tout neufs et impossibles à appliquer (du moins pour les ma- 
thématiques au lycée, domaine que je connais bien et où je peux apprécier la 
nature des objectifs fixés, les méthodes imposées et les horaires officiels) en 
accueillant des élèves de plus en plus perdus qui disposent de moins en moins 
de moyens dans des classes qui continuent d’être surchargées (même si la ré- 
novation de l’éducation annoncée l’été 2012 devrait changer quelque chose sur 
ce dernier point). 
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Comment ne pas remarquer que le tout nouveau programme déstructurant 
de mathématiques qui vient d’être imposé, et qui sera changé sans doute tous 
les deux ou trois ans, est censé être déversé sur nos apprentis en appliquant tout 
un ensemble d'instructions fantaisistes concernant l’utilisation des technologies 
numériques, l’omniprésence de la calculatrice comme « oracle de vérité », et 
l'interdiction répétée de proposer un cours structuré sur une notion donnée à 
un moment donné, ce qui nous ferait évidemment retourner à l’époque maudite 
des cours magistraux. On imagine alors tout un ensemble de galériens en train 
de ramer dans des suites d’activités sans fin et parfois loufoques, visant à faire 
apprendre par eux-mêmes des notions difficiles qu’il aurait été plus simple de 
présenter en commençant pas le « bon bout » et sans créer des difficultés qui 
n’existaient pas. Bref, les élèves et leurs professeurs tentent de survivre dans 
leur coin, et on ne leur en voudra pas! 


Que vient faire le livret de compétences dans tout cela? Laissons à César 
ce qui appartient à César, et à Mara Goyet les lignes qui suivent, où elle cerne 
excellemment le rapport entre la valorisation de compétences banales et la 
mise en veilleuse des compétences disciplinaires fondamentales : 


« Depuis quelques années, le ministère a trouvé la parade ultime 
pour gagner en efficacité et en finir une fois pour toutes avec l’in- 
discipline généralisée (des enseignants, des élèves, des parents, du 
réel). Il à traité l’école comme on le ferait d’un déchet nucléaire, 
en la coulant sous une chape de béton et en l’envoyant au fond des 
eaux. 

Prenons la question du niveau des élèves, angoissante et pénible, 
cruciale et pourtant délaissée. Plutôt que de la considérer en face, 
de face, elle a été ensevelie et étouffée par le nouveau système 
d'évaluation en vogue à l’école, un outil soi-disant moderne, objec- 
tif, clair, européen et juste. De quoi satisfaire la droite et la gauche. 
Bien vu. Il s’agit du livret personnel de compétences qui est une 
longue litanie hétéroclite et rassurante d’items (mini-compétences) 
que les élèves doivent valider - c’est la loi - tout au long de leur 
scolarité. 

Cela peut aller de « répondre à une question par une phrase com- 
plète à l'écrit » à « se déplacer en s’adaptant à l’environnement », 
en passant par « respecter tous les autres, et notamment appliquer 
les principes de l'égalité des filles et des garçons ». Il conduit les 
professeurs à adopter une forme de pédagogie moléculaire et chirur- 
gicale qui évite soigneusement les civils, c’est-à-dire les élèves qui 
ne sont pas, aux dernières nouvelles, un assortiment varié de com- 
pétences mais des individus. Il est vrai qu’en mettant sur le même 
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plan l’expression écrite et l’accomplissement de « gestes quotidiens 
sans risquer de se faire mal », il est facile d’arriver à des conclu- 
sions rassurantes. 

Marcel Proust écrivait certes bien, mais qui sait s’il n’aurait pas 
eu tendance à se coïincer les doigts dans le tambour du lave-linge ? 
Le petit Lucas, lui, est peut-être illettré mais plutôt prudent dans 
la vie de tous les jours. Ce qui n’est pas si mal en 4e. Cela permet 
de relativiser les talents des uns et des autres. Et de se rassurer à 
bon compte. » [2] 


Avec de telles réflexions, on se trouve vraiment dans le vif du sujet et on 
comprend mieux ce qu’on est en train de vivre. Qui peut lutter contre ces 
sornettes ? Le jeu n’en vaut pas la chandelle : quand tout le monde danse, il 
vaut mieux danser tranquillement dans son coin. Cela explique peut-être le 
manque de riposte de la part des enseignants : à quoi bon ? Chacun y va de 
son credo sur l’école, et il n’y a pas d’autre perspective que de voir l’esquif 
balloté sur les flots grondants d’une onde terrible. Pour acte. Et le professeur 
se contentera de cocher des cases : 


« Le professeur, dans cette perspective, ne doit plus se contenter 
d'enseigner. Il doit aussi, et surtout, renseigner. À tout bout de 
champ : cahier de textes, notes en lignes, validation des items. Le 
bon enseignant, c’est celui qui fait des diagrammes, des progres- 
sions, remplit des fiches, monte des projets, se lance dans le tout- 
numérique, remplit des cases, fait des synthèses, des appels d’offres, 
fait remonter l’info, connaît les protocoles, obéit aux chefs. 

Il devient, avant tout, l’administrateur de son enseignement. L’air 
de rien, la bureaucratie que l’on croyait terrassée revient hanter le 
quotidien des professeurs sous la forme d’un contrôle a posteriori. 
Après tout, cela débarrasse le corps enseignant d’un sentiment de 
culpabilité qui le taraude et dont il ne sait que faire : le niveau des 
élèves, c’est à la fois de notre ressort et hors de notre portée. La 
technocratisation contribue à dissimuler l’état des classes. Les pro- 
testations sont molles. Qui voudrait mourir pour trois formulaires 
insipides ? » [2] 


Et de continuer avec cette comparaison qui a le mérite de bien nous faire 
réfléchir : 
« Imaginons l’équivalent dans le domaine de la santé : un ministre 
vantant les vertus oubliées du clystère et de la saignée, un ministre 


s’enthousiasmant parce que nombre de malades du cancer n’ont 
pas de cors aux pieds et jettent l'emballage de leurs médicaments 
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dans la poubelle à papier, un ministre qui ferme les hôpitaux et 
se réjouit, du coup, du faible pourcentage de patients hospitalisés 
dans son pays, signe des progrès de la médecine. C’est, à sa manière, 
ce que l’école subit. Ce n’est pas létal. Mais brutal. » [2] 


Ces lubies éducatives sont imposées d’en haut, comme le livret de compétences, 
et le professeur lambda n’a pas les moyens de les remettre en cause puisqu’un 
fonctionnaire est tenu d’appliquer les textes. 


Qui diable impose de telles orientations ? Il semblerait que ce soit tout le 
monde et n’importe qui. Surtout n'importe qui, puisqu’en matière d'éducation 
tout le monde se veut compétent. Les personnes dont les parcours étaient 
administratifs et/ou politiques seront les premiers à prendre position et à 
parler. Quant aux enseignants, on ne leur demande rien car on estime qu'ils 
sont les derniers à savoir quoi que ce soit en matière d'éducation. 


C’est encore plus pathétique quand il s’agit de définir quel enseignement 
des sciences on proposera à nos bambins, car au-delà des affrontements idéo- 
logiques on ne demandera jamais l’avis des scientifiques. Peut-on imaginer un 
programme de mathématiques et des instructions sur la façon dont il faut 
l’enseigner, donnés par des littéraires, des sociologues, des psychologues et des 
journalistes ? 


Après les rencontres d’été 2012 liées à la refondation de l’école, le qua- 
tuor chargé d’orchestrer les concertations présente un rapport contenant dix 
orientations. Au-delà des propositions arrêtées, qui demeurent critiquables et 
restent à analyser très précisément, on remarquera qu'aucun enseignant ni au- 
cun scientifique! ne figure parmi les quatre personnalités responsables de ce 
travail si important de concertation et de production d’un rapport qui engage 
Pavenir. On compte une sociologue, une journaliste, l'administrateur général 
du CNAM (conservatoire national des arts et métiers) et un président de ré- 
gion [1]. Avec une telle brochette de personnalités qui n’ont rien à voir avec 
l'éducation, la France se prépare des réformes « à l’aveugle » du type « café du 
commerce », dont les modalités auront été inventées dans des think tanks ins- 
titutionnalisés où beaucoup se sentent contraints de faire preuve d’excentricité 
pour exister. 


Quant à l’enseignement des sciences, j'imagine que le thème n’a pas été 
abordé. En tout cas je n’ai rien entendu à ce sujet, si ce n’est certains qui ré- 
pétaient comme une ritournelle « qu’il faut faire plus de place au numérique » 


lLa sociologie est une discipline scientifique qui n’a rien à voir avec les sciences exactes. 
Par « scientifique » je pense ici avant tout aux sciences exactes comme les mathématiques 
ou les sciences physiques qui sont les grandes perdantes de toutes les réformes entreprises 
depuis 1983. Un acharnement terrible qui commence malheureusement à porter ses fruits... 
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en sautant comme des cabris, comme s’ils imaginaient que cela allait changer 
quelque chose. 


1.3 Délires et tendances dans L’E.N. 


Parution de Délires Ë tendances dans l'éducation nationale - Fi- 
lières scientifiques en péril 


Octobre 2012 voit la parution de mon premier livre « littéraire » sur les 
réformes horribles prescrites en lycée et dans la formation des maîtres depuis 
quelques lustres. I] fallait bien que je me décide un jour à expliquer ce que 
je pensais de tout ça, car l’enseignement des mathématiques et des sciences- 
physiques a été déstructuré au lycée dans les filières que l’on appelle pourtant 
des filières scientifiques. Et à un point tel qu’il faut être un élève courageux et 
entreprenant pour s'orienter en sciences après cela. 


Dany-Jack Mercier 


Délires et tendances 
dans l'Éducation nationale 


Filières scientifiques en péril 


Dans ce livre, j’ai écrit ce que je pensais au sujet des orientations prises dans 
l’enseignement, des réformes, des programmes et de la formation des maîtres. 
Il s’agit du point de vue d’un enseignant de mathématiques qui se demande 
bien ce qui restera de l’enseignement de sa discipline au lycée dans les séries 
scientifiques après les diminutions horaires successives et l’évitement de tout 
ce qui pourrait être trop théorique. 


Interdire de donner à des élèves scientifiques motivés la « vraie » défini- 
tion de la limite d’une fonction en un point, avec des epsilons et des êtas, en 
agrémentant cette définition d’une représentation graphique qui montre des 
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intervalles réels, puis interdire de démontrer que cette limite est unique si elle 
existe, c’est considérer ces élèves inaptes à comprendre cette notion à 17 ans. 


Introduire les coefficients binomiaux () comme le nombre de chemins me- 
nant à p succès lors d’une succession de n épreuves de Bernoulli, obliger les 
élèves à utiliser leurs calculatrices pour obtenir des valeurs explicites de ces 
coefficients binomiaux, et interdire de donner et d’utiliser l'expression explicite 
de ces coefficients à l’aide de factorielles, c’est enfumer la notion et la rendre 
compliquée pour rien si ce n’est pour obliger à utiliser des machines pour pal- 
lier ce manque théorique. On se moque des élèves, et ceux-ci s’y retrouvent de 
moins en moins. On ne simplifie pas le travail de ces jeunes étudiants scien- 
tifiques, mais on le rend inextricable. Le résultat fait peur, et les élèves qui 
continueront à étudier les sciences après ces « coups » là auront beaucoup de 
mérite. 


Les mathématiques et les sciences-physiques sont touchées de plein fouet. 
Les vecteurs ont failli disparaître de l’enseignement en seconde! Le produit 
vectoriel à disparu des programmes de terminale S depuis belle lurette. Com- 
ment est-ce possible quand il s’agit du B À BA des études scientifiques ? Cela 
signifierait-il qu'à 17 ans, aucun adolescent ne serait capable de comprendre 
ces notions et de les utiliser dans un cadre fixé ? Ne sait-on plus que parler 
de force, de moment d’une force, de travail ou d’induction magnétique sans 
parler de vecteurs est une mission impossible ? 


Connaissez-vous la dernière ? Un bon élève de première S demande à son 
professeur de maths : « Nous sommes paniqués, car en sciences de l’ingénieur 
le professeur a utilisé des torseurs.. On n’a rien compris. Pouvez-vous nous 
dire en deux mots ce que cela signifie ? » Il n’y à rien à répondre à cet élève, 
sauf l'envoyer sur Wikipédia pour découvrir qu’un torseur est un champ de 
vecteurs qui en chaque point P s'écrit comme la somme d’un vecteur et d’un 
produit vectoriel. La partie n’est pas gagnée... 


En tout cas, tous les élèves qui continuent à faire des mathématiques après 
des horaires insuffisants en première S et des programmes et instructions bi- 
zarres en terminale ont bien du courage et de la volonté. Ils devront prendre 
sur eux pour atteindre la maîtrise dans cette discipline, mais leur travail ne 
sera pas vain, car la société aura vraiment de plus en plus besoin d’eux plus 
tard. 


PRESENTATION DE L’EDITEUR 


Et si la méthode globale et ses variantes à l’école, l’évaluation par com- 
pétences (LPC), le B2i au collège, les TICE, les heures d’accompagnement 
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personnalisé, les tutorats, les stages-passerelles et le tronc commun au lycée... 
n'étaient pas la planche de salut annoncée mais une regrettable et dispen- 
dieuse cacophonie ? Parents, enseignants, ministère, "experts" sont au chevet 
du malade. Et si l’école était simplement exsangue de cet acharnement à tout 
vouloir réformer, comme l’étaient les patients de Diafoirus dans la comédie de 
Molière ? 


Maître de conférences et responsable du parcours mathématiques du master 
Éducation & formation à l'IUFM de Guadeloupe, Dany-Jack Mercier fait le 
point sur l’impact de réformes qui se succèdent à un rythme effréné : si offi- 
ciellement, tout va pour le mieux grâce à elles, sur le terrain les élèves de CM1 
font trente fautes en dix lignes, et quatre élèves sur dix arrivent en sixième 
avec de graves difficultés en maths... Un bilan critique de l'Éducation natio- 
nale, où l’auteur constate qu’il n’existe actuellement plus de filière scientifique 
digne de ce nom dans le secondaire : un coup de semonce indispensable. . 


INTRODUCTION 


Les horaires des matières scientifiques ne représentent plus que 35% des 
heures d’enseignement données en classe de première scientifique. Ce ratio 
était de 50% avant la réforme 2010. 


D’après Bruno Jeauffroy, président de l’union des professeurs de spéciales 
(UPS), en vingt ans, les enseignements scientifiques ont diminué de 20 % en 
volume horaire. 


En mathématiques, la perte correspond à la suppression d’une année entière 
d'enseignement sur les sept années du secondaire (soit une année à 5 heures 
par semaine). Tout se passe maintenant comme si un élève sautait sa classe de 
seconde et passait directement de la troisième à la première. 


En novembre 2010, d’éminents scientifiques font circuler une pétition où ils 
s'inquiètent des conséquences de la réforme des lycées sur l’avenir de notre 
pays. Parmi les premiers signataires se trouvent des sociétés savantes, des 
membres de l’académie des sciences, des prix Nobels et des médaillés Fields . 


Sur le terrain, les praticiens de l’enseignement n’ont de cesse de constater que 
les horaires des enseignements scientifiques sont devenus largement insuffisants 
pour assurer des connaissances scientifiques de base sérieuses aux élèves qui 
sortent du secondaire, alors même que ces élèves sont censés suivre une filière 
scientifique. 
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Les horaires, les programmes et les méthodes prônés posent de graves pro- 
blèmes aux élèves qui s'engagent dans la voie scientifique avec l’espoir de de- 
venir les professeurs, les ingénieurs et les chercheurs de demain. Que sera la « 
relève » si l’on détruit l’enseignement des sciences ? 


La dernière réforme de la formation des maîtres durcit les conditions d’ins- 
cription au concours : nécessité de présenter un diplôme en BAC+5 au lieu 
de BAC+3, obligation de fournir un certificat de langues CLES?2 et une cer- 
tification C2i2e sur les technologies de l'information. Le métier de professeur, 
que l’on choisit essentiellement par vocation, n’attire plus. À quoi bon tra- 
vailler tant d’années pour être jeté dans l’arène sans préparation et devoir 
assurer plus de quarante heures par semaine pour un salaire modique ? Il y a 
moins d'étudiants scientifiques en faculté, mais ceux-ci se détournent de plus 
en plus des métiers de l’éducation et on les comprend. D’autres métiers sont 
plus rentables... 


Les chiffres parlent d’eux même. Le nombre de présents aux épreuves écrites 
du CAPES de mathématiques est passé de 7969 en 1997 à 1285 en 2011, soit 
une chute de 84% ! Quels seront les maîtres qui enseigneront à nos enfants dans 
les années à venir ? Vers quels horizons allons-nous, réforme après réforme, 
bouleversement après bouleversement ? 


Je suis un modeste enseignant de mathématiques qui chaque jour retrouve 
ses étudiants qui préparent le CAPES. Comme mes collègues du secondaire, 
je travaille avec mes élèves et je m’adapte jour après jour à tous les change- 
ments décidés par le législateur. Comme mes collègues, je continue de réfléchir 
et de me poser des questions sur l’avenir de l’enseignement, et celui de la 
transmission des savoirs mathématiques en particulier. 


Dans ce livre, je voudrais proposer quelques pistes de réflexion sur l’état 
de l’enseignement des mathématiques et des sciences en m'intéressant princi- 
palement aux études secondaires et à la formation des professeurs. Ce travail 
me permettra de dresser un état des lieux en m’appuyant sur les remarques 
et les témoignages de ceux qui sont en première ligne dans la bataille pour 
l'éducation et la transmission des savoirs, ceux qui luttent chaque moment 
pour tirer le meilleur parti des élèves qui leur sont confiés quelles que soient 
les conditions imposées par le système : les enseignants du terrain. 


Ceux aussi dont la parole est souvent confisquée, déformée et sous-évaluée. 
Un comble quand on réalise qu’il s’agit là de véritables professionnels de l’en- 
seignement qui connaissent les élèves qui leur sont confiés et se battent pour 
eux, et non pas des spécialistes autoproclamés. J’ai aussi pu remarquer qu’il 
existait une certaine forme d’autocensure qui empêche de nombreux collègues 
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de dire ce qu’ils constatent, quand ce n’est pas seulement l’impossibilité pra- 
tique de rendre compte par écrit de quoi que ce soit tant on est pressé de 
préparer ses cours et de corriger ses interminables paquets de copies. 


Ce livre n’est pas politiquement correct : il propose aussi d'analyser des 
conceptions d'enseignement sans suivre de ligne idéologique. 


Il existe des crédos qui « frappent » l’enseignement et sur lesquels il n’est 
pas conseillé de revenir. On répète par exemple sans cesse que l’utilisation des 
TICE ne peut avoir qu’un effet positif sur l’apprentissage des mathématiques. 
Cette opinion doit-elle être relativisée ? Existe-t-il des inconvénients à utiliser 
les TICE? On répète que la meilleure façon de travailler en mathématiques 
consiste à toujours introduire des notions à l’aide d'activités, à expérimenter 
sur un ordinateur, à ne jamais servir de cours structuré, à éviter de proposer 
des définitions rigoureuses pour se contenter d’un « à peu près », à envisager 
sa progression de manière spiralée... Quand on ne déclare pas de façon pé- 
remptoire que l’on travaille mieux dans une classe à 35 que dans une classe à 
20. Qui peut le croire ? Tout cela est-il raisonnable ? 


Dans les pages qui suivent, je me poserai un certain nombre de questions, 
parmi lesquelles : 


e Attire-t-on les meilleurs étudiants dans le métier de professeurs ? La ré- 
forme de la formation des maîtres prépare-t-elle mieux aujourd’hui les ensei- 
gnants à leur métier ? 


e Peut-on enseigner décemment les mathématiques aux élèves qui nous sont 
confiés dans le temps prévu en classe et en appliquant les méthodes deman- 
dées ? 

e Les nouvelles technologies apportent-elles une aide réelle dans la com- 
préhension des mathématiques ? Est-il soutenable de leur accorder une place 
aussi importante alors même que l’on diminue les horaires d’enseignement des 
mathématiques ? 


e La réforme des lycées est-elle une chance pour les élèves qui désirent suivre 
un enseignement scientifique ? Leur permettra-t-elle d'acquérir une bonne mañ- 
trise des sciences à la fin du secondaire pour qu’ils puissent achever leurs pro- 
jets de formation dans les meilleurs délais ? 


Ceci est mon premier livre qui ne disserte pas sur des thèmes mathématiques. 
J’ai dû l'écrire. Il y aura encore beaucoup de choses à vivre et à penser. Ce 
livre est un instantané. 


Vous pouvez me faire part de vos remarques et de vos expériences en me 
contactant par mél : cela me permettra de continuer ce travail. Les mathéma- 
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tiques, c’est beau, c’est une forme d’art, et l’enseigner est formidable. Il suffit 
seulement que certaines conditions soient réunies. L'aventure continue... 
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Chapitre 2 


Méthode du pivot de Jordan 


Et si nous parlions un peu de matrices pour réviser un brin d’al- 
gèbre linéaire ? Le problème suivant, inspiré d’un passage d’un livre 
que j’aime beaucoup ([11] 8.11.2.5), à été placé dans mon quatrième 
recueil d'exercices et de problèmes [10] qui sortira un jour si Dieu 
y prête amour toujours... Profitons-en tout de suite dans ce maga- 
Zine. 


Problème — Méthode du pivot de Jordan 


Soient n et p deux entiers naturels non nuls. On note M (n, p) l’espace vectoriel 
des matrices à coefficients réels à n lignes et p colonnes. Si n = p, on écrit plus 
simplement M (n) = M (n,n). On pose N, = {1,...,n} et l’on désigne par 6;; 
le symbole de Kronecker. On note J, la matrice identité de taille n. On note 
aussi ÆEy la matrice de M(n) dont tous les coefficients sont nuls sauf celui 
situé sur la {-ième ligne et la c-ième colonne qui vaut 1. 

Si ÀeRet (!,c) € N?, on définit la matrice carrée D} (À) = (dij)o penz 
posant dj; = 0 si i À 5, di = 1 si i let dy = À. On définit aussi les matrices 
Uie (À) (avec ! Æ c) de M (n) par Ur (À) = 1n + AE. 

On dit que D, (À) est une matrice d’affinité, et que est Uy. (À) une matrice de 
transvection. 


1) Soit À — (di); jenxn, une matrice de M(n,p). On appelle {; € R? 
(1 <i< n) les lignes de À, et l’on note : 
on 


A || © 
ln 

Vérifier que la multiplication à gauche de À par D} (À) correspond à l’opération 
élémentaire 4 + Àl sur les lignes de la matrice À. De même, vérifier que la 
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multiplication à gauche de À par Uy (À) correspond à l’opération élémentaire 
h + h + Al sur les lignes de À. 

On remarquera (sans le redémontrer) que les multiplications à droite par des 
matrices D, (À) ou Ux (À) définissent des opérations élémentaires du même 
type que précédemment sur les colonnes de À. 


2) Soit À = (&) DEN xN, Une matrice de M (n,p) dont la première co- 
lonne n’est pas nulle. 


a) Si a11 — 0, montrer qu’il existe une matrice de transvection Uic (1) 
telle que Use (1) À = (b;;) avec b11 À 0. 


b) On suppose maintenant que a11 Z 0. Montrer qu'il existe deux réels À 
et LH tels que Uo (a) Us (À) À = (cij) avec C11 — 1. 

c) Montrer que À peut être transformée par une composition de trans- 
vections à gauche en une matrice de la forme : 


1 # ... 
A1 = 


avec 4, € M(n—1,p—1)et rg À = 1+rg À!. 


3) Soit GL (n) l’ensemble formé par les matrices inversibles de M (n). Mon- 
trer que toute matrice À € GL{(n) peut être transformée par une composition 
de transvections à gauche en une matrice de chacune des formes : 


DR  # LÉ COTE Se À 
ou D, (a) = 
: 0 1 +# 0 1 O0 
O :.. . 0 a 0 0 a 
où det À — a. 


4) Calculer l’inverse d’une matrice de transvection Uy. (À). Quelle remarque 
peut-on faire ? 


5) Utiliser le résultat de la question 3) pour démontrer les affirmations 
suivantes : 


a) Soit À € GL(n). Il existe une et une seule matrice U de GL(n) telle 
que À = U x D, (det À), et cette matrice U est un produit de matrices de 
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transvections. En déduire que le groupe GL (n) est engendré par les affinités 
et les transvections. 


b) Le sous-groupe Spécial Linéaire SL (n) de GL (n) défini par : 
SL(n) = {AE GLi(n) / dt A=1} 
est engendré par les matrices de transvections. 


6) Montrer que deux matrices À et B de M(n,p) sont équivalentes si et 
seulement si l’on peut passer de l’une à l’autre par une composition d’opéra- 
tions élémentaires. 


Solution — 1) Si D; (À) = (dj), 
Di (À) À = D, dislilirn = [dilil;=1..n = | Ah 


Si Uic (À) = (wi), 
li 
Ur (A) A = D; üislili=rn = | h + À 
ln 
2.a) Il existe c € N, tel que a Z 0. La première ligne de U1. (1) À sera 
alors donnée par l1 + le = (ac1, ….). 


2.b) Posons B — Us (a) Us: (À) À = (bis): On a : 


l1 l1 li + LH (la + Xh) 
Lo L + Ali lb + Ah 
B = Ur (ui) Un (À) |. | = Ur(u) = 


de sorte que b11 = a11 + m(a21 + Aay1). Il suffit de choisir À et 1 tels que 
bi1 = @11 + a (a21 + Âay1) = 1 pour conclure. C’est possible puisque, pour 
bu À 0, 


ie 
bete A = = ANT HO 
da 


22 CHAPITRE 2. MÉTHODE DU PIVOT DE JORDAN 


On peut par exemple choisir : 


@11 


2.c) Le résultat est obtenu en prenant a11 — 1 comme pivot dans les opé- 
rations élémentaires 4 + li — au qui correspondent à des multiplications à 
gauche par des matrices de transvections. 


3) Un raisonnement par récurrence utilisant 2.c) montre facilement que pour 
tout 1 < k < n il existe une matrice 4, € M (n — k,p — k) telle que : 


VE Fée es ts 
o - : ; 
SERRE 
(0 
A4 
os 20 


La suite ne pose alors plus de problème. On aura bien entendu det À = a 
puisque le déterminant d’une transvection est 1. 


4) Soit f l’endomorphisme de matrice Uy. (À) dans une base (e1,..,e,). On 
dit que f est une transvection vectorielle, et det f — 1 montre que f est 
inversible. On a : 


flé)=té:. pourrie 
f (ec) = ee + le 


f'(é)=e pouri£e 
Ec — de (ec) + e 


puisque {| Æ c. Finalement : 


Fee. pourri 2e 
ft (ec) = ee — Xe. 


et la matrice de f-! dans la base (e1,.….,e,) sera : 
(Ue (1) = Ur (—à) ° 


L’inverse d’une transvection est donc une transvection. 
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Autre solution — On résout le système en æ1, .…., %\ suivant : 


. Sol 


a + Âte = T} 


pour obtenir : 
mé SM 
Lt = % 

On reconnaît alors la matrice Uze (—À). 


5.a) La deuxième partie de 3) et la question 4) montrent l'existence de la 
décomposition À = U’ x D, (det A) où U’ est un produit de transvections. De 
plus si A =U x D, (det À) = U’x D, (det À), alors U = U' puisque D, (det À) 
est inversible. 


5.b) Ici det À — 1 donc À sera produit de transvections d’après 4.a. 


6) Deux matrices À et B de M (n,p) sont équivalentes si et seulement si il 
existe des matrices inversibles P et Q telles que B = PAQ. D’après 4.a, ces 
matrices P et Q s’écrivent P = Ui..U,x D, (det P) et Q = V1... xD, (det Q) 
où les U; et les V; sont des matrices de transvections. On en déduit : 


B = Ui..U, x Dn (det P) AV1... Vin X D} (det Q). 


et il suffit de se rappeler que la composition à gauche (resp. à droite) par une 
matrice de transvection correspond à une opération élémentaire sur les lignes 
(resp. les colonnes). La réciproque est triviale. 
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Chapitre 3 


25 questions choisies sur la 
cardinalité et les 
dénombrements 


Voici les dernières questions que j’ai mises au propre pendant la se- 
maine du 8 octobre 2012 pour augmenter un chapitre du volume I 
des Acquisitions des fondamentaux pour les concours [9]. Ces ques- 
tions feront partie des 535 questions actuellement réunies dans cet 
ouvrage en préparation qui concernera les nombres, bien entendu, 
mais aussi l’algèbre, l’arithmétique et les polynômes. 


J'ai commencé ce livre il y a plus de dix ans, et il à mûri tran- 
quillement, jour après jour, pour prendre une forme que je finis 
par apprécier, si bien que je pense qu’il pourra être proposé à mon 
éditeur dans les mois qui viennent. Enfin, s’il n’y a pas de problème 
pendant la relecture complète de ces 500 pages et des poussières, 
et si j'arrive à surmonter les dernières difficultés techniques quant 
au passage au pdf, ce qui n’est jamais une sinécure. 

Profitez de ces questions pour réviser les bases concernant le dé- 
nombrement. Dévorez-les, jouez avec, utilisez-les pour réfléchir sur 
la finitude des ensemble et le dénombrement.… Ah! J’oubliais : 
dans nos TD 2012-13, ces exercices viennent conforter le TD n°2 
sur la cardinalité. 
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3.1 Ensembles finis 


Dans les questions qui suivent, le cardinal d’un ensemble fini E est 
noté |E| au lieu de Card E. 


Question 3.1 Montrer que toute partie E d’un ensemble fini F est finie et 
que |E] < |F|. 


Question 3.2 Montrer que la réunion de deux parties finies et disjointes est 
un ensemble fini de cardinal la somme des cardinaux de ces parties. 


Question 3.3 Deux ensembles E et F sont finis, de même cardinal, et tels 
que EC F. Montrer que E = F. 


Question 3.4 Si f : E — F est une application injective d’un ensemble E 
dans un ensemble fini F, montrer que E est fini et que |E] < |F1. 


Question 3.5 Si f : E — F est une surjection d’un ensemble fini E sur un 
ensemble F, montrer que F est fini et que |E] > |F|. 


Question 3.6 Montrer qu’une application injective entre deux ensembles finis 
de même cardinal est une bijection. 


Question 3.7 Montrer qu’une application surjective entre deux ensembles fi- 
nis de même cardinal est une bijection. 


Question 3.8 On note E1x...x En le produit cartésien des ensembles finis E; 
(i=1,.., m). Montrer que l’ensemble E1 X … X Em est fini et : 


EX Eee ke lEl: 


Réponse 3.1| On se propose de démontrer la propriété suivante par ré- 
CuITence SUT 1 : 

Pin) : Toute partie E d’un ensemble F de cardinal n est finie et 

de cardinal |E| inférieur ou égal à n. 


La propriété est évidente au rang 0 car le cardinal de l’ensemble vide est 0. Si 
la propriété est vraie au rang n — 1 (où n > 1), et si E est une partie de F 
où Fest un ensemble de cardinal n, alors de deux choses l’une : 


-SiE=F, alors E est fini et [E] =|F| = n, donc la propriété est vraie. 


- Si E £ F, il existe x € F\E, et donc E C F\{m}. Mais F\{m} est un 
ensemble fini de cardinal n — 1 (facile à redémontrer en construisant une bijec- 
tion sur mesure de F\{m} sur {1,...,n—1}). La propriété P (n — 1) s'applique 
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à F\{m} et montre que E est fini et |E| < [F\{m}| = n — 1, donc a fortiori 
|[E| < n, et cela démontre la propriété au rang n. 


Réponse 3.2| Soient À et B deux parties disjointes et finies. On peut 
supposer que ces parties ne sont pas vides, sinon le résultat est trivial. Par 
hypothèse, il existe des bijections f : À — {1,...,n} et g: B — {1,..,m} de À 
et B sur des intervalles de N. Alors l'application : 


h: AUB — {1,.,n+m} 
xEeÀÂÀ + f (x) 
xeB + n+g(x) 


est clairement une bijection, et cela montre que AU B est un ensemble fini de 
cardinal n + m, la somme des cardinaux de À et de B. 


Réponse 3.3 | Le complémentaire CE de E dans F est un ensemble fini 
comme toute partie d’un ensemble fini (Question 3.1), et Fest la réunion 
disjointe de E et CE, donc : 


|F|=|E|+|CE| 


d’après la Question 3.2. Par hypothèse |F| = |E|, donc ICE | — (. Cela montre 
que CE = @, c'est-à-dire E = F. 


Réponse 3.4 | L'application J:E — Fest injective, donc induit une bijec- 


tion de Æ sur son image f (E). On en déduit que E et f (E) sont équipotents. 
Comme f (E) est inclus dans F, f (E) sera un ensemble fini et |f (E)| < |F| 
(Question 3.1). On en déduit que E est fini et |E| = |f(E)| <|F|. 


Réponse 3.5 |Si f : E — Fest surjective, pour tout y € F'il existe x € E 


tel que f (x) = y. Pour tout y, l’ensemble f-1({y}) n’est pas vide. L’axiome du 
choix montre qu’il existe une application g : F — E telle que g(y) € f {({y}) 
pour tout y € F (voir remarque). 

Dans ce cas f (g(y)) = y pour tout y, et fog = Idr. Comme Jdp est injective, 
l'application g sera aussi injective, et nous disposons d’une injection g: F— E 
de F dans l’ensemble fini Æ. La Question 3.4 montre alors que Fest fini et 
[F] <ÏET. 


Remarque — On peut éviter d'utiliser l’axiome du choix pour construire g 
en donnant une énumération de Æ, c’est-à-dire en écrivant E = {a1,.…., an}, 
puis en choisissant g (y) = &, où à, = Min{i € {1,...,n}/ f(a) = y}. 
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Réponse 3.6 ]Si l'application f : E — F'est injective entre deux ensembles 


finis de même cardinal, alors f induit une bijection de E sur son image f (E), 
et f(Æ) est fini d’après la Question 3.1. On a donc |f(E)| =|E] =|F|. 

f (CE) est inclus dans F et de même cardinal que F, donc f(E) = F (Ques- 
tion 3.3) et f est surjective. Finalement f : E — F est à la fois surjective et 
injective, c’est donc une bijection. 


Réponse 3.7 | Soit f : E — F'une surjection de E sur F. On suppose que E 
et F° sont finis de même cardinal, et l’on doit montrer que f est bijective. 


Première méthode — Comme f est surjective, 


E={(Jf1(u) et (Wwer [f'({)|>0. 


yEF 


Donc |E| = Y'er [f-!({y})[. Raisonnons par l'absurde en supposant que f 
n’est pas bijective. Dans ce cas il existe yo € F tel que Éd ({go})| > 2, et 


El=|f "(ul + D. [Az 2+(F-2 


yEF\{yo} 


c’est-à-dire |E] > |F| + 1, ce qui est absurde puisque |E| = |F|. 


Seconde méthode — Pour tout y € F, la partie f-l({y}) n’est pas vide. 
L’axiome du choix! montre l'existence d’une application g : F — E telle que 
g(y) € f-({y}) pour tout y € F. Par définition de g, on a f o g = Idp, de 
telle sorte que g soit injective entre deux ensemble de même cardinal! C’est 
forcément une bijection (Question 3.6), et f = g-! en sera aussi une! 


Réponse 3.8 | On raisonne par récurrence sur m. La propriété est évidente 


si m = 1. Si on la suppose vraie au rang m — 1, pour tout x € FE} on peut 
considérer la partie F, = E1 x … x Em-1 X {x}. On constate que F, est en 
bijection avec E1 x... X E_1, donc est finie d’après l'hypothèse de récurrence, 
et telle que [F3] = |E1 x … x Em-1] = [El x... xX|Em-1l. La famille {F,}2er, 
est une partition de ÆE1 x .… x En, soit : 


Pixar 
TE Em 


lOn peut éviter d’avoir recours à l’axiome du choix en procédant comme dans la remarque 
de la réponse à la Question 3.5. 
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donc E1 x … x En est un ensemble fini comme une réunion finie d’ensembles 
finis, et le principe de la somme? donne : 


Fixe) = Ye 
XEEm 


= N (Ælx.x|Em il) = [El x x [Em 
XIE Em 


Cela montre la propriété au rang n. 


3.2 Principes fondamentaux de dénombrement 


Question 3.9 (Principe de la somme) Si {E1,..., En} est une partition 
d’un ensemble fini E, alors |E| = |E1| +... +|Enl. 


Question 3.10 (Principe du produit) Que veut-on dire quand on parle de 
« principe du produit » au sujet d’un dénombrement ? Pouvez-vous démontrer 
ce principe ? 


Question 3.11 (Principe du berger) 
Enoncez et démontrer le principe du berger. 


Question 3.12 (Principe d’exclusion-inclusion) Si À et B sont deux 
parties d’un ensemble fini E, montrer que [AU B| = |A] +]B|] — JAN B|. 
Pouvez-vous proposer, sans démonstration, une généralisation ? 


Question 3.13 On entend dire qu’un seul principe serait à l’origine de toutes 
les techniques de dénombrement. Est-ce celui de la somme ? Du produit ? S’agit- 
il du principe d’exclusion-inclusion ou de celui du berger ? Argumentez. 


Réponse 3.9 | Raïisonnons par récurrence sur m. La propriété est triviale 
si m = 1. Si m = 2, considérons une partition {Æ1, E2} de E. Comme F1 et 
E2 sont des ensembles disjoints et finis, on à [E| = |E1 U Eo] = |E1l + |El| 
d’après la Question 3.2), ce qui démontre la propriété au rang 2. 


Si la formule est vraie au rang m, et si {Æ1,..…, En41} est une partition de E, 
la paire {E1 U... U Em, Em+1} est une partition de Æ., donc : 


LE] = [EU U El + |Elmas 
?Le principe de la somme, rappelé à la Question 3.9, n’est qu’un généralisation évidente du 


résultat concernant le cardinal de la réunion de deux ensembles disjoints vu à la Question 3.2. 
On peut donc estimer que l’on connaît déjà ce résultat pour répondre à la Question 3.8. 
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en appliquant l’hypothèse au rang 2. Il suffit alors d'appliquer l’hypothèse 
récurrente au rang m pour obtenir |[E] = |E|, +... +]|E|,, +1E|,,,:, c'est-à- 
dire la propriété au rang m +1 


Réponse 3.10 | On parle de « principe du produit » quand une situation 


(S) comporte m étapes numérotées de 1 à m, et si, à la k-ième étape, on 
peut choisir entre un nombre fini ny de possibilités. Ce principe affirme que le 
nombre total de possibilités est n1 X .…. X Nm. 


On ne demande pas que les étapes soient véritablement indépendantes les unes 
des autres, mais uniquement que le nombre de possibilités offertes à la k-ième 
étape soit indépendant des choix effectués dans les étapes précédentes. Une 
telle situation (S) peut être représentée par un arbre de choix. La FIG. 3.1 
montre un arbre correspondant à trois possibilités à la première étape, 3 à la 
seconde, et 2 à la troisième étape. Cet arbre possède 3 x 3 x 2 = 18 branches, 
et l’on a 18 situations possibles. 
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= | 


F1G. 3.1 — Arbre de choix 


Notons E; l’ensemble des possibles à la i-ème étape. On peut supposer que 
E; = {1,...,ni} où n; € N*. Rappelons que le produit cartésien de m ensembles 
FE, .…, Em pris dans cet ordre, est, par définition, l’ensemble des suites ordon- 
nées (71, ..…., Tm) telles que x; € E; pour tout à € {1,...,m}. Cet ensemble est 
noté E1 x .…. x En, et on peut écrire : 


Xe N'est) /Vie{1,.….,m} Ti € Fi}. 


3.2. PRINCIPES FONDAMENTAUX DE DÉNOMBREMENT 31 


À chaque branche de l’arbre on peut associer une et une seule suite (71, ..…., mn) 
dans E1 X … x Em, et l'application aïnsi définie est une bijection. Les deux 
ensembles ont donc le même cardinal, et le nombre de branches de l’arbre sera 
égal au cardinal de E1 x .… x En. La Question 3.8 montre que : 


Rae el RP less 


ce qui permet de conclure. 


Réponse 3.11 | On peut énoncer : 


Principe du berger — Si f : E — Fest une application surjec- 
tive à valeur dans un ensemble fini F, et s’il existe p € N* tel que 
Éd ({y})| = p pour tout y € F, alors |E] =p x |F|. 


L'ensemble E s’écrit en effet comme la réunion disjointe de | F| sous-ensembles 
contenant chacun le même nombre p d'éléments : 


E=f(#)=|Jf (4). 
yEF 


Le principe de la somme donne alors : 


El= DCI up) = D r=pxir. 


yeF yeF 


La FIG. 3.2 permet de bien comprendre la situation. On peut imaginer qu’un 


|E|-3x2 


FIG. 3.2 — Principe du berger 


berger compte ses chèvres qui rentrent dans l’enclos, en faisant une marque 
toutes les 5 chèvres. Il suffit de multiplier le nombre de marques par 5 pour 
obtenir le nombre de chèvres. C’est le principe du berger. 
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Réponse 3.12 | Le principe d’exclusion-inclusion est encore une consé- 
quence du principe de la somme, comme tous les principes de dénombrements. 
La formule annoncée est aussi connue sous le nom de formule de Poincaré. La 
partie À U B est la réunion disjointe de trois parties : 


AUB=(A\B)U(B\A)U(ANB), 
donc : 


LAUB| = |A\B|+]|B\A|+|ANB] 
((A\B|+|ANB|))+(|[B\A|+|ANnBl)-|ANB] 
[A] +]B]-1|AN2B] 


puisque À = A\BU (AN B|) et B = B\AU (JAN B|) (réunions disjointes). 
La formule se généralise par récurrence à p parties de Æ. Si A;, …., À, sont 
des parties de Æ, on peut écrire : 


JA U..U 4) = ÿ[A), - SAN 45] + … 
i i<ÿ 
+(-DT ON Ann A++ (2) Ain 20 A4: 


LÉ: LUE 


Complément — Pour montrer cette généralisation, raisonnons par récur- 
rence sur p. La propriété a déjà été démontrée au rang p = 2. Si elle est vraie 
au rang p et si A1, …, À,,1 sont des parties de Æ, posons B = A; U...U A, 
La propriété au rang 2 donne : 


Ai CPR) Ap+1| = |B U À+1| = |B| + |Ap+1| — |[B N Ap+1| . 
et l'hypothèse récurrente permet d'écrire : 


Ai Ur: UV Ap+1| — 


p 
S (1 ÿ [Ai NN A, | + |A — |BN App 


j=1 1<i<...<ij <p 
et : 
IBNAul = |(410 4) U.U (4,0 A) | 
= _ IP ON [4 nnAi, nn A4pul. 
j=1 1<i1<...<ij<p 


Ces deux expressions donnent la formule au rang p + 1. 
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Réponse 3.13 | Le principe de la somme est à la base de tous les dénom- 
brements, simplement parce que l’on démontre les autres principes en utilisant 
celui-ci. On peut donc théoriquement dénombrer n’importe quelle situation en 
utilisant uniquement le principe de la somme. 


3.3 À savoir faire absolument ! 


Question 3.14 (Arrangements et combinaisons) 
On rappelle qu’un arrangement de p éléments d’un ensemble Æ est une p-liste 
de E dont tous les éléments sont deux à deux distincts’, et qu’une combinaison 
de p éléments de E est une partie à p éléments dans E. Montrer que, dans un 
ensemble fini de cardinal n, il existe : 

A =n(n—-1)..(n-p+1)= (ER 


arrangements de p éléments, et : 
(r) . n! 
p/ pl(n—p)! 


Question 3.15 Soit E un ensemble fini de cardinal n. Si m est un entier 
naturel non nul, on pose Nyn = {1,..,m}. Montrer qu'il existe autant de p- 
listes de E que d'applications de N, dans E, et autant de p-arrangements 
de E que d'applications injectives de N,, dans E. En déduire que le nombre de 
p-arrangements de E est : 


combinaisons de p éléments. 


n! 

(np)! 

Question 3.16 Le travail d’une secrétaire consiste à taper les lettres que son 
patron lui dépose dans un casier en les empilant. On suppose que son patron 
lui dépose trois lettres À, B et C, dans cet ordre, la lettre C' se retrouvant 
au-dessus de la pile. En supposant que la secrétaire prenne systématiquement 
la lettre située au sommet de la pile pour la taper, de combien de façons diffé- 
rentes ces trois lettres pourront-elles être traitées ? 


A =n(n—-1)..(n-p+1)=— 


Question 3.17 On considère un élevage de 300 chenilles dont la robe com- 
prend au plus 3 couleurs : le vert, le blanc et le rouge. On dénombre 90 chenilles 
qui possèdent au moins la couleur verte, 150 chenilles à posséder du blanc, et 
160 chenilles à posséder du rouge. On sait enfin qu'il existe 30 chenilles à pos- 
séder du vert et du blanc, autant avec du vert et du rouge, et 50 chenilles à 
posséder du blanc et du rouge. Combien existe-t-il de chenilles tricolores ? 


$Par définition, une p-liste de E est une suite de p éléments de E. L'ordre des éléments 
est donc important quand on travaille avec des p-listes. 
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Réponse 3.14 | Notons À l’ensemble des arrangements de p éléments de E, 
et C l’ensemble des combinaisons de p éléments de Æ. 


Dénombrement de À — Un élément de À est une suite (x1,...,æ») de p 
éléments distincts de Æ. Pour obtenir une telle suite, on doit d’abord choisir 
le premier élément x1 parmi n éléments, soit n choix possibles. Puis on doit 
choisir le deuxième élément x2 parmi les n—1 éléments restants dans E,, et ainsi 
de suite. La k-ième étape consiste à choisir l'élément xx parmi les n — (k — 1) 
éléments de FE autres que les k—1 éléments æ1, …, x4_1 déjà choisis. Le principe 
du produit (Question 3.10) montre qu’il existe n x (n — 1)x... (n — p + 1) suites 
possibles, donc autant d’éléments dans À. Aïnsi : 


n! 
(np)! 

Remarque — Un arrangement de n éléments d’un ensemble Æ à n élé- 
ments est appelé une permutation de E. Ce qui précède montre qu’il existe 


n! permutations de E, et nous utiliserons ce résultat pour calculer |C| dans le 
paragraphe suivant. 


[A =n(n—-1)..{(n-p+1)= 


Dénombrement de € — L'application : 
Ÿ : A — C 
Cie) ee fé.) 


qui à un arrangement fait correspondre la combinaison formée par les éléments 
qui constituent l’arrangement, est surjective, et telle que chaque élément de 
l’ensemble d’arrivée possède le même nombre p! d’antécédents, autrement dit : 


VPN MR EC [y '(P)| = p!. 


En effet, il y a autant d’arrangements utilisant les éléments x1, .…, x, de 
{21,...,%)} que de permutations d’un ensemble à p éléments, soit p! d’après la 
remarque précédente. Le principe du berger (Question 3.11) donne alors : 


|A] = ICT x p! 


d’où : 


Réponse 3.15 |e Soit F (N,, E) l’ensemble des applications de N, dans Æ. 
L'application : 
V: F(N,E) — ÆH=Ex.XxE 
J H  (f(1),..,f(p)) 
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est bijective, donc F (N,, E) est équipotent au produit cartésien EP de p copies 
de Æ qui n’est autre que l’ensemble des p-listes de E. 


e Notons À l’ensemble des p-arrangements de E et T (N,, E) l’ensemble des 
applications injectives de N, dans £. L'application : 


Ve TAN ER = A 
Î + (f(1),.….,f(p)) 
qui à une injection f de N, dans Æ associe la suite (f (1), .…., f (p)) des images 
de 1, .…, p par f, est évidemment bijective, et montre que les ensembles 


TI (N,, E) et À sont équipotents. 


e On montre que [Z(N,,E)| = A par récurrence sur p. Le résultat est 
trivial si p = 1. S'il est vrai au rang p, montrons-le au rang p + 1. 
L'application « restriction » : 


œ : TZ (Np+1, E) > T (N», E) 
Î + fin, 


est surjective. Si g € T(N,,E), et si ®(f) = g, f est connue sur chacun des 
entiers 1, …, p, et les prolongements de f possibles dépendent seulement du 
choix de f(p +1) dans E. Comme f doit être injective, il s’agira de choisir 
f (p +1) dans E\f (N,), ce qui offre n — p choix et montre que : 


Vg ET(N»,E) [g"! (g)| = n — 9. 
Le principe du berger (Question 3.11) donne : 
IT (Np+1, E)] = (n — p) x IT (N», E)| 


soit [Z(Ny11,E) = (n—p)[n(n—1)..(n-p+1)] = 4%! en appliquant 
l’hypothèse récurrente. Cela démontre la propriété au rang p + 1. 


Réponse 3.16 | Une situation est représentée par un triplet ordonné de 
trois lettres choisies parmi les lettres À, B et C. Par exemple, le triplet CBA 
signifie que la secrétaire à d’abord tapé la lettre C’, puis la lettre B, et enfin la 
lettre À. On trouvera le nombre de triplets possibles en construisant un arbre 
de choix, comme sur la FIG. 3.3. 


Une branche de Parbre (par exemple BAC) correspond à un triplet solution 
du problème. On dénombre 5 branches, donc il y a 5 solutions possibles. 
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f 


nmetélapile Ss C 
C À 
B — TT 
A \ S C 


FIG. 3.3 — Problème de la secrétaire 


Réponse 3.17 | On représente la situation en dessinant des « patates de 
Venn » comme sur la FIG. 3.4. Soit V l’ensemble des chenilles dont la robe 
contient du vert, etc. Le principe d’inclusion-exclusion (Question 3.12) donne : 


VUBUR]| = [V|+]|B|+|R|-(IVNR|+[VNB|+|BNRI 
+|(VNBNR)|, 


soit 300 = 90 + 150 + 160 — (30 + 30+ 50) +|(V NA BNR)|. 
Par conséquent [(VNBNR)| = 10. 


F1G. 3.4 — Les patates de Veen à notre secours! 


3.4 Huit questions pour s’entraîner 


Question 3.18 Une population de 100 individus est classée suivant certains 
caractères : le sexe et le fait d’être un fumeur ou pas. On sait que 25 hommes 
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étaient des fumeurs, que 20 femmes ne fumaient pas, et qu'il y avait en tout 
37 fumeurs. Combien y a-t-il d'hommes et de femmes dans cette population ? 


Question 3.19 Dans une école de langues, tous les élèves inscrits suivent au 
moins un cours d'anglais, de français ou d'espagnol. On sait que 183 élèves 
suivent des cours de français, que 230 élèves suivent des cours d'espagnol, et 
que 220 élèves suivent des cours d'anglais. On sait que 328 élèves suivent des 
cours de français ou d'espagnol, que 350 élèves suivent des cours de français ou 
d'anglais, et qu’exactement 43 élèves étudient simultanément les trois langues. 
Enfin, 105 élèves étudient au moins deux langues. Quel est l'effectif total de 
l'établissement ? 


Question 3.20 De combien de façons peut-on placer 7 boules de couleurs 
différentes dans 3 tiroirs ? 


Question 3.21 Douze personnes mangent à une table de douze couverts. Com- 
bien obtient-on de dispositions possibles de ces personnes les unes par rapport 
aux autres ? 


Question 3.22 Combien peut-on trouver de nombres qui s’écrivent : 
a) avec au plus n chiffres ? 
b) avec exactement n chiffres ? 
c) avec n chiffres tous distincts les uns des autres deux à deux ? 


Question 3.23 Combien peut-on former d’entiers de trois chiffres contenant 
au moins l’un des chiffres 0, 3, 6 ou 9 ? 


Question 3.24 Si p est un nombre premier, on sait que F, = Z/pZ est un 
corps et l’on peut définir le groupe GL, (F,) des matrices carrées inversibles 
de taille n à coefficients dans F,. Expliquer pourquoi GL, (F,) est équipotent 
à l’ensemble des bases du F,-espace vectoriel F7, puis en déduire le cardinal 
de GLy (Fy). 


Question 3.25 (Oral du CAPES externe 2007) Au poker on considère qu’une 
main de 5 cartes parmi 52 est un full si c’est un brelan et une paire, c’est-à-dire 
si l’on a obtenu trois cartes d’une même valeur, et deux cartes d’une même 
valeur, ces deux valeurs étant différentes. Quelle est la probabilité d’obtenir un 


full ? 


Réponse 3.18 | Le tableau ci-dessous se complète aisément. Les nombres 
en caractères gras sont donnés par l’énoncé, tandis que les autres nombres sont 
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déduits. 
| Fumeur | Non fumeur | Total 
| Homme 25 43 68 
| Femme | 12 20 32 


63 


Réponse 3.19 | On complète le diagramme de Venn de la FIG. 3.5 au fur 
et à mesure que l’on calcul des cardinaux. Les nombres marqués en rouge ont 
tous été calculés. Notons F, À et E les ensembles formés par les élèves qui 
apprennent respectivement le français, l’anglais, ou l’espagnol. 


À : 220 


F1G. 3.5 — Dénombrement 


On à : 
FNhE|=|F|+]|E)] -|FUE] = 183 + 230 — 328 = 85 


donc [(FNRE)\(FNENA)|] = 85 — 43 = 42. De même : 


FN A| = |F| + |A| -|FU A] = 183 + 220 — 350 = 53 


donc [((FNA)\(FNEN A)| = 53 — 43 = 10. De: 
105 = 42+10+43+[(ANE)\(FRENA) 


on déduit [(ANE)\(FRENA)] = 10, puis [((ANE)| = 10 + 43 = 53. Fina- 
lement : 


FUAUE| = |F|+|A|+|E|-(|IFRE|+|FNA|+|ANE) 
+I(FRANE)] 
183 + 220 + 230 — (85 + 53 + 53) + 43 = 485. 
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Réponse 3.20 |Il y a autant de solutions que de 7-listes (41,...,%7) où x; 
appartient à {1,2,3}, et où avoir x; = j signifie que la i-ème boule a été placée 
dans le j-ème tiroir. Cela fait 37 — 2187 possibilités. 


Réponse 3.21 | Ce qui compte ici, c’est la position des convives les uns par 
rapport aux autres et non leur placement par rapport à l’environnement de 
la pièce*. Deux positions sont considérées comme différentes si l’un au moins 
des convives n’a pas le même voisin sur sa droite ou bien sur sa gauche (mais 
il peut être entouré par les deux mêmes voisins dans un ordre différent). Tout 
ce passe donc comme si la table était ronde et si l’on ne considérait pas le 
placement des convives en fonction d’une marque qui aurait été dessinée sur 
la table. 


Avec cette hypothèse, on a envie de répondre que le nombre de solutions est 
égal au nombre de permutations d’un ensemble à 12 éléments, c’est-à-dire 121. 
Mais pour une disposition donnée, on obtient une disposition identique des 
convives repérés les uns par rapport aux autres (imaginer une table ronde) 
en déplaçant chacun des convives vers la droite. Cela fait 12 déplacements 
possibles sur la droite avant de retrouver la disposition de départ. Donc il y 


aura : 


12! 
2 = 11! = 3991 
e 39 916 800 


dispositions possibles des convives. 


Remarque — Pour vérifier que le calcul est juste, on peut considérer seule- 
ment trois convives À, B et C autour d’une table ronde qui comporte trois 
couverts, comme sur la FIG. 3.6. Dans ce cas, on trouve effectivement deux 
solutions possibles : ABC ou AC B quand on les donne en tournant toujours 
dans le même sens. Dans l’une des configurations, À voit B sur sa droite et C 
sur sa gauche, et dans l’autre il voit C sur sa droite et B sur sa gauche. 


Réponse 3.22 | à) Il y à 10 chiffres possibles, donc 10” nombres possibles 
possédant au plus n chiffres. 


b) Le premier chiffre ne doit pas être nul. Il y aura donc 9 x 10°! nombres 
à n chiffres exactement. 


c) Le premier chiffre ne doit pas être nul, soit 9 possibilités. Les n — 1 autres 
chiffres doivent rester distincts entre eux et sont à choisir parmi les 9 chiffres 


1C'’est-à-dire par exemple savoir à quelle distance on est de la cheminée, etc. Sinon la 
réponse est simple, c’est 12!. 
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A A 
A voit B sur sa droite A voit C sur sa droite 


F1G. 3.6 — Pour trois convives 


restants. Il y aura donc 9 x 4%! nombres à n chiffres tous distincts deux à 
deux, où 4971 = (n—1)(n—2).…(n — 9). 


Réponse 3.23 | Si À est l’ensemble formé par ces entiers, et si Æ désigne 


l’ensemble (à 900 éléments) de tous les entiers à 3 chiffres, il est plus facile 
de dénombrer le complémentaire À de À dans £. La négation de l'affirmation 
« ce nombre à trois chiffres contient un 0 ou un 3 ou un 6 ou un 9 » est « ce 
nombre à trois chiffres ne contient ni 0, ni 3, ni 6, ni 9 », donc [A] = 6% — 216 
et [A] = 900 — 216 = 684. 


Il y a autant de matrices inversibles dans GL, (F,) que 
d’automorphismes de F7, et l’on sait qu’il y à autant d’automorphismes de F? 
que de bases de F?, tout simplement parce qu’un endomorphisme de F7 est 
parfaitement déterminé par la donnée de l’image de la base canonique de F7, 
et que cet endomorphisme est bijectif si et seulement si l’image de la base 
canonique de F? est encore une base de F7. 


Il s’agit donc de compter le nombre de bases de F}. Pour construire une base 
de FŸ, on commence par choisir un vecteur quelconque parmi les p"—1 vecteurs 
non nuls de F}, puis on choisit un deuxième vecteur de base qui ne doit pas 
être colinéaire au premier vecteur, donc parmi p” — p vecteurs (puisque la 
droite vectorielle engendrée par le premier vecteur de base est de cardinal p). 
Il y à donc (p” — 1) (p° — p) façons de choisir les deux premiers vecteurs de 
base. 


Comme un plan de F? contient p? vecteurs, le troisième vecteur de base devra 
être choisi parmi p"—p? vecteurs, et l’on aura (p° — 1) (p" — p) (p" — p?) choix 
possibles pour les trois premiers vecteurs de base. 

On continue ainsi jusqu’au n-ème et dernier vecteur de base, pour obtenir 
finalement (p° — 1) (p° — p)…. (p" — pure) choix. Aïnsi : 


|GLa (Fh)| = (p* — 1) (D — p)… (p° — np) 
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Remarque — Ce qui vient d’être accompli avec F, = Z/pZ peut être refait 
de façon identique avec n’importe quel corps fini F, à q éléments, de sorte que 
IGLA (Fg)l = (g* — 1) (a — g)… (a — g°). 


Réponse 3.25 | L'univers ( est formé des parties à 5 éléments d’un en- 


semble à 52 éléments. Le cardinal de ( est donc (5).On choisit une valeur 
pour la paire parmi 13 valeurs de cartes, puis une valeur pour le brelan parmi 
les 12 valeurs restantes. Soit 13 X 12 possibilités. Puis il reste seulement à 
choisir 2 cartes parmi les quatre de même valeur, soit (2) choix, puis 3 cartes 
parmi les quatre de même valeur, soit (5) choix. Le nombre de cas favorables 


est donc : à : 1e 
12(,).(;) =13x12 x Te 3744 
et la probabilité d'obtenir un full est : 
13:12): 6 
— () () = = 0,0014 
( : ) 2 598 960 


soit 0,14%. C’est peu! 


Remarque — Cet exercice a été proposé à un second oral du CAPES le 14 
juillet 2007, et la description complète de cet oral a été donnée en [3], 8.11.4. 
Après avoir écouté la solution, un membre du jury à dit : 


« Moi j'aurais plutôt répondu : 


13\ [4 [4 
():0)-0) 
G) 
5 
Euh... Il faudrait peut-être reprendre ce raisonnement. En effet, il y 
a une erreur. C’est fait exprès. Parfois on est vicieux au jury ! [Parle 


pour toi! (rires)] Alors, est-ce que vous pouvez nous expliquer cette 
erreur ? » 


Au lieu du produit 13 x 12, cette deuxième solution utilise le coefficient à 
qui correspond au nombre de choix de deux valeurs parmi 13 valeurs possibles, 
mais sans tenir compte de l’ordre. Or, l’ordre est important, car la première 
valeur correspondra à la paire (par exemple) tandis que la seconde valeur 
correspondra au brelan. Il y a donc 13 x 12 choix possibles des valeurs des 
cartes qui feront la paire ou le brelan, et non Lal Le candidat a raison! 
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Chapitre 4 


CAPES int. 1993 reloaded 


Lundi 8 octobre 2012 : nous avons travaillé sur le « TD spécial 
homothéties-translations » ([7], TD 7), et révisé à cette occasion 
beaucoup de connaissances qui doivent faire partie de nous dès 
qu’on entend parler de ces objets. C’est ainsi que l’on acquiert 
de bons réflexes pour ne pas se faire seppuku quand un exami- 
nateur demandera : pouvez-vous chercher toutes les homothéties- 
translations qui transforment un segment en un autre segment ? 
Pouvez-vous montrer que les homothéties-translations transforment 
un cercle en un cercle? Combien y en a-t-il qui transforment un 
cercle en un autre cercle donné ? Savez-vous démontrer Thalès et 
sa réciproque en utilisant des homothéties ? 


Le problème de géométrie proposé à la seconde composition du 
CAPES interne 1993 nous offre l’occasion de réinvestir nos connais- 
sances sur les homothéties. 


Voici un excellent problème de géométrie plane où l’on rencontrera 
des problèmes de construction, le Théorème d’AI Kashi, un fatras 
de propriétés concernant des cercles tangents, des formules mé- 
triques sur les triangles, et la notion de puissance d’un point par 
rapport à un cercle. 


J’ai rédigé cette solution manuscrite en août 1994 alors que je me 
trouvais en famille dans un hameau des Alpes italiennes, à Nucetto 
Villa, près de Mondovi. Le calme champêtre et la douceur des fo- 
rêts de châtaigniers environnantes se prêtent bien à la réflexion et 
au bonheur. À vous maintenant de profiter de ce beau problème! 
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A4 


CHAPITRE 4. CAPES INTERNE 1993 RELOADED 


4.1 Enoncé 


Fhème du problème : cercles tangents (géométrie plane). 
Fous les cerclés donnés ont un rayon non ral 


. PREMIÈRE PARTIE 
ä 
Cetcies dont 1a distance dés centres égale la somme des rayons. 


Gr considère deux cercies @, et @, de centres respectifs À et B, de rayons respectifs r, et », 1eis que 
ABer+th, $ à ï 


Démontrer que ces cercles ont un seul point commus K, situé sur le segment [ABL et que, hormis Le 
peint K. tout point de Fun des cercles éet extérieur au disque déterminé pur l'autre, 


Montrer que #, et 4 sdmeitent en K la même tangerté. 
Qn.dit que de. tels cercles son£tangents extérieurément, ou que le contact de ces. curvles tangents est extée 
riéur, KA RP Free . Porc : . ie 


8 


| Cercles dont la distunce dés tétitres égale la valeur absaluc de La différence des ravons, 


Qn considère deux cercles &, ef, de centres respectifs À et B, de rayans respectifs distincts » er #4 1cls 
que AB air, —#]. 


Démontrer que ces cercles ont un seui poist commun K, situé sur tn droite (AB), et que tout point du 
cercle de plus petit rayon est coment dans le disque déterminé par le cercle de plus grand rayon. 


Monkrer que et 6 édmettenten K la méme téngeie. 


Qn dit que deux leis cergies sont tangents intéricurement, ou que le contact de ces cercles tangents est 
itérieure. | 


Hemsthétics qui échangent deux cercles tangents, 


F. Soët deux cercles #, et, tangents en K. de centres respectifs À et B. de rayons respecits ref À disinets 
Montrer qu'il existe une homothétie de contre Kiransformant en ff. Préciser som rippart 
Montrer qu'il existe une autre homothétke transformant 4, et #4. Préciser son apport 8 CONFRHTÉ SON 
centre T : | 


3. Que peur-on dre st Es deux ravoné ri 84 #1 août épais 7 


4.1. ENONCÉ 45 


D 
Étude sur un exeraple de treis cercles tangonts deux à deux. 
On considère tin triwigk ABC dont les côtés ae BC, h= CA, ce AB som rrspectivement 
Tor, 5 cm, 6 cm. : RS SR 8 


Sait trois cercles #4, nu, #5 dé centres respectif A D, © oi de ravons respectifs #0 7 


5, du 
avec sr, = 2m,» 4 er, #3 cm. 


1. Démonirer que ces cerefés sont longents extérieurement deux à deux. On note Lie qrlnt de contact de #, 
et, J'éelui de #5.et 6, , K celui de @ ct #7. 


2. Quel est le rapport de l'homethéfie de centre K qui transforme #4 en 4? 
3. La drüite (EK} recoupe le cercle #, au point X; la droite (JP) recoupe le cercle #5, en Y 5 ie droite (YK) 
recoupe le cercie , en 2. : 


M est un point de #, distinet de K, X, 2. La droite (MK) recoupe en N, la droite (NT recoupe #C en P, la 
droite (PF) recoupe €, en ©. Montrer que M et G sont diamétralement opposés sur fe cercle #, . 


Étudier surcessivement les cas particuliers où M est l'un des trois points K,X, 7. 


DEUXIÈME PARTIE 


Construction de trois cercles tangents. deux à deux 


Le but de cette partie est la construction de trois cercles tangents deux à deux à partir de la donnée de 
leurs centres : trois points non alignés À, B, €. Ces trois points constituent un triangle dont les côtés sont 
as BC,be CA,c = AB 


Prétiminaire. 


Démentrer que lorsque trois cercles, de centrés non alignés, sont tangents deux à deux, if ne peut s'agir 
que de Fun des cas suivants: | 


me soit (85 trois contacts sont extérieurs; 
— soit deux contacts sont intérieurs et le troisième extérieur, 


Étese du cas où les trois contacts sont extérieurs. 


4. Étude de condirions nécessaires. 


Soit trois cercles #,, Sn. #6, de centres respectifs À, B, € non alignés, de rayons respectifs #, , 47, On 
les suppose tangents exiérieurement deux à deux, , et fe en [cet en 3, 6, et 5 en K 


Pour réaliser une figure d'étude uniquement, on peur préndre, comte À Ta prermiète partie, «2 7 cm, 
be 5 cm, ce 6 cm avec sr, = em, #4 # dem, n° # om. 


Les perpendicutaires en I et | à (BC et (CA) se counent en M, 
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4. Justifier l'égalité QI # O4 En déduire que: 
GA — KA = GB? - KB, puisque QA' = GB! 2 KA! — KB. 
Montrer que @ et K sont sur une même perpendiculaire à la droite {AB). 


b. Démonirer que & est le centre du cercie fscsit au triangle ABC, [ J.K étant tés points de contact avec les 
dêtés. 


2. Coasiuction. 


On donne trois points À, 5, € non akgnés. Construire trois cercles de centres réspeelifs À, E, €. tungents 
deux à deux extérieurement, Combien ce probième ait de solutions 


c 
Étude du as où un seul des trois contacts est extérieur. 
L Étude de conditions nécessaires. 

Soit trois cercles #4, 6, de centres respectifs À, B, C non alignés et de rayons respectifs r, ,#,. r,. On 


suppose que 5 ét É sont langents extérieurerment en Fe et &, tangents imérieurement en £ et Fa 
tangents intérieurement en K. 


Une Éigure d'étude peut être obtenue avec à = 6 em, pb 3 M, = cm, fe Tom, #7 2 om, 
Fr % 4ém. 


Démontrer que 1, 3, K sont fes points de contact avec les côtés du cercle exinserit au triangle ABC dans 
Fangle CAB. 


2, Chrstructior, 


On donne fois points À, B, € non alignés. Construire trois cercles de centres réspectils À, B, C, tangents 
deux à deux, les deux derniers seuls ayant un contact extérieur, Combien ce problème a-t-it de sotutions ? 


TROISIÈME PARTIE 


Quelques propriétés de la figure formée 
pr trois cércies langents doux à deux mettant en leu les rayons 


Cas où les trois contacts soni extérieurs. 


Soit trois cercles #,, 84, #2. de centres respectifs À, B, C non alignés, de rayons respectifs Foie da, 
tangents deux & deux extérieurement en ? sur [RCI sur ICALE surfAB} à 


Le triangle ABC de côtés à = BC, b= CA ce AB à pour démi-périmétte p 
Ï. Déméntrer que r, + 7, 4 nr, = p puisque r, = FraR=R—- bn pe 


2. En vdlisant barvcentre CG des points À. 5, C réspectiveinent affectés des cacificiente ÉrRrRe 
démontrer que les droites (AE (BP, {CK} sont concourantes. 


4.1. ENONCÉ 


. Cas où un seul des trois contacts est extérieur, 


ing 


2 


47 


Soit trois cercles #4, #4, 6e de centres respeolifs À, B, C not alignés, de cuyans respectifs n 7. ri tels 
que Fa ét We soient tanpéiis extérieurement en À, "et ff, tangents intérieurement on À, FF, et 9 tangents 
ntéricuremen co K. 


Le triangle ABC de côtés à = BC. b = CA ee AB a pour demépérimètre p 


- Démentrér que r, = p Rep-enep-h 


Démentrer que ne +rn nr > 6 


Démentrer que les droites CAF, (BF) €CK} sont concourantes, 
C 


pour centre (2 ct pour rayon R, le cercle exinserit dans l'angle BAC a pour centre Q'et neur rayon R°. 
2, En rebiant les aires des triangles ABC, GBC, GCA et Ê AB, montrer que s = pR. 
b. Montrer que se (9 — ak 
e. On rappelle que dans le 1iangle ABC : 
ae B4d=hccsÂ et 25m besin À. 
Établir que : 16 ste fa + b+ qib+ ce ajic+ a — file + Bb 4 


Es déduire que : 5 = Ji at ip — ©). 


"On éénsidère trois cercles ®, , 3, de centres respectifs À, B, C non alignés, de rayons respectifs r, 


r, langents deux à deux. 
4. Montrer que, si les trois contacts sont extérieurs. 


; 1 È 
dre 
nr Frs EF R° 


b. Montier que, si, et #2. ont seuls un contact extérieur, 
l El L 4 


rar ir: Fete RE 


QUATRIÈME PARTIE 


Première étude, sur des cas particuliers, : 
de la famille ° des cercies tangents à deux cercles tangents donnés 


. Soit un trngle ABC de côtés a = BC, b = CA, ce = AB, de demi-périmètre p. d'aire s Le cercle inserit a 


F3 


Soit deux cerctes &, et F5 tangents en un point K. de centres respectiis À et B, de rayons respectifs 3 À et 
À où à est un réel donné strictement positif. 


Cas où, et # sont tangents intérieurement. 


1, Soi © le milieu du segment [AB!. On choisit un repère orthoncemal GO, D 73 dans lequet le point À à poër 


coordonnées 6, 0). À tout point M de courdonnées{x, #}, &n associe le nombre complexe z æ x + in 
On considère l'ensemble E des points M du plan tels que : 


Ag Re rai 
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{z est le complexe conjugué de z) 
Écrire l'équation artésienne de £. 


Montrer que E #st une cikpse de centre ©, de foyers À et B, dont on précisera des soneiets ct l'exceniriche, 
Fraces E. | 


M étant un point Suciconque de l'etlipse E, démeairer QUO MA + MI on 4 à. 
En déduire que M est lé centre d'un c£réle tingent à fa fois à #4 et à LAS 


Eémontrer qui l'ellipse E est Fonsemble des centres des cercles tngents itéricurement à FA et fañigents 
Sktérieurcmont à #5. 


B 


Cas où &, et #, sont tañgénts extérieurement. 


Î. 
FA 


Montrer que si M est le centre d'un cercie langént éxlérieurement à 3 et @h, alors MA» Mu à à. 


Montres que si M esi lé centre d'un cercte fangent intérieurement à #4 et a, alors MB — MA = 3 2. 


- En déduire que si M est fe centre d'un cercle tangert à #, ot. les contacts étane dé ntème ñaiyre, alors M 


St sur une hyperbole H, de foyers À et B. dont on précisera les sommets. l'excentricité, les asyfipiotés, 


. Tracer H, 


Bémontrer que l'hyperboie H est l'ensemble des centres des cercles fangents à 6, et #4. les contacts étant 
de même nature, 


Or considère un repère orthonormal analogue à celui envisagé à ta question A.f. de cette quatrième partie. 


- À tout point M. de cocrdonnées Êx, ji, or associe Le nombre complexe : = x 4 jp Trouver une relation 


entre 7 01 7 caractérisam les points de H, 


CINQUIÈME PARTIE 


Famille #7 des cerctes tangents à deux cercles tangénts donnés 
| feuxiôme étucie 


A 


Préliminaire : introduction de la pissance d'un paint par rapport à hu cercle, 


2 


Soit un cércie de sentre G et de rayon r, et un point M du plan. Une droite À passant par M coune #en P 
€ Q. On désigne par P' te point de #diamétralement opposé à P, 


Montrer que : MP MO MP HP. 


En déduire que ce nombre Peut encore s'écrire MO* — à & qu'ié ne dépend pas de la sécante choisie. Ce 
nombre ést appelé la puissance dar point M par rapport au cercle # es noté #, (M}, 


Montrer que si M est extérieur au disque détérminé par Set si à désigne le point de contact d'une tangente à 
issue de MP, {M = Mir. 


Préciser le signe de 2, CM) suivant la position de M Pät Fupport à 


4.1. ENONCÉ 


LE) 


Soit deux cerélés #4 et 84, tangents er un péiet K. de centres rospectife À el B, dé ravans téspoctifs 
distincts r, el r., Soit T ie centre de b5 deuxième homothétié /ctransformant “en ie. 
F. Soit un cércie de centre eo tangent à Yet, en deux points distinets U et W. 


4 En atilisant ies homothéties de centre À transformant #, en # et de centre V transformant # en He 
montrer que LU, Vet l'sont alignés. 


&. En introduisant le éérelé circosserit au triangte LIVIC qui existe en général, @t ca afpliquaat Fes résaltitts 
ébtenus dans la deuxième partie. montrer que TU TV e TK. 


En déduire que: 4, (le TK? 
Examiner le cas où eo est sur a droite (TK). 
2. Réciproquement. soit À une droite passant par T coupant lé cercle “5, ét LU, et U, supposée distincls O 
désigne par V, et V, les rages de U, et LI, par l'homothétie 4 


Montrer que les droites {AU} et (BV) sont en géñérat sécantes; on appelle «w leur point d'intersection 
Montrer que le cercle # de centre « passant par LU, est tangent aux deux cercles #5, et ff, el que ia 
puissance de'T par rapport à # est'TK?. 


Examiner le cas où 4 ent la droite {FK). 


3 Caractérisation des cercles de fa famille #7 famile des cercles tangents à 6, et, en des points distincts. 


Montrer qu'un sércte # appartient à #'si et seulement si Ÿ est tangent à lun des cercles #, où #, et 
A,(Tje TK, 


En déduire que par tout point de autre que Les points de contact des tangentes éventuelles à #4 passant 
par Ti passé un cercle tangent à et, ‘ 


C 


Soit trois cercles #,, #7. 4. de centres respectifs À, EC non alignés et de rayons respectifs s, ,#,, 
distinots deux à deux. On les suppose tangents deux à deux aux poitts respectifs K sur (AB), I sur (BC), J sur 


ÉCA). R, 5, T sont les certes dés autres homothéties transformant respoctivement F4, en #2, en 
ét Fu. 


L. Fairoune figure soignée. 


2. Justifier les alignements (de trois points) qui apparaissent. faisant intervenir des ééments de 
PEZKRS Ti 
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4.2 Solution 


CAPES calin 4993 , ane conpeclio 


Fe à 
CERCLES TANCGENTS 


ITL.A | 


MS ME TN, , es AMen, &k 

BMia, des ÊM+EM-AG pe 

tañaine MEÏARS. 

ETES MELABJ & AMen, . 

A on poid 
‘ Wra, , % D 


MET AE, = Mzx 


a Akcprocs db lueur eux pe rerife. 
AK=a, è#& BK = AG -AKX ea, 


La eye éoipligque. K E Ta né, - 


+ Sc ME \ 2) y os MÉ LAB) ob done 


NUCETTS viiia 439% 


RGB € AM + BM 
a+n, € AM +4, 


4 < AM 


de ft €, . 
Lu Éxam, ga & L 4 : - 
# sprl eu K à Ey var pp dieu Séndan LAKkT] , Glle 


RE à e à | 
Ca Let fun penche ciiferéns x ALL on ETS Come 4,6," 


ent eianes 3; ea Een sente, AE Cærifon dus 5 


4.2. SOLUTION 


EE 


Supponims pas tx. Ra 
a 


A& = is A, 
*SéMet, ne, y Abus 
MA-NR Aiun, = À 


déms MA MB +AR 


qu entraine BE [MAT . M eo al L'umique posé de Cu demc-draili 
La) qui sadfait ma a Een HE ce point . 
Récipaogernent on œufs Je KT db Smrimin, eux R core bes s 

Ç # 
KEÏAR) «4 KA za, snfialnent à Paésque AB =2,- 4, A, > 4e 
BELAKT due AB+BK 2 Av 


_. | , at hi D+B8K = a, 84 
Étnademant BKuA, ,& KE | 


FHMES xt , Ba apparent par au sament [AM des 


M € fB + BM 
FA € (a,-a, 5 A 
AW A 


EL qe Moss bas ras dique cle Proaliie a ; 


# Ge at Cu tent entr La mème Eansents eux . La pouperdiubaue 
Æ CAB en K 
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ÎL.c.4\ 


# K,A,8 amk aligné at délèncts dé avis. qu'ut Lust une Pomerol À. 
de centre ir Fanmfermant im es, Su Aa pperd eot 


kR KB Lu 4 


TR VD ER ON pubs que. L'Amass di cuncle Een pe D moy 2e cercle. 
de come REA L 8 , de Aason 1Rln, on in, , Le carla Ex. 


+ et de BR: L'or LR - KB ce. qui denne 2 Auypetls 
æ " Lui ÿ 
Rapport d : = ; $ App pen tr 
Awioaak Ace ce. faune G 


à) Si ë, RTE US Éanegnts uxbirieursomant : 


k 
® Se Vu Tonot bangb imbounemmt : Ë L 2 


Êt Rue, Rene Et Ransformant 6 en Ca Ë 
Gun crache na bad Aa or 


Aemne: Sant V, ar Ce 2 eunclee de. coule op. Aa B elütinch a 
de nenon, rep. Aa, déstinde. DR 2x0 era fenment 2 Repas 
A 5 CRBTe ee A 
1 Le app D t à , L'aubm de 
rap Eté ne. 


praue du Lee : 


Se MATDES , er R(NS-8 
| À 
ac ME, ABS, R'imans M° de M pes À 
na Le que (BMD ZAR) . Mae Lux des 
 prinis Nr Ne bat chien de 6, sr da Le ; 
af fi te à CAM AR EL L : 
pa ba 1} passant pan 8. Frs Ni AR des te parnte NO, Ne qui 


. n. + À MA arabe RE que, 
ES LE EU L'anfemedtion ©, de (MN er (ARS wY ant, de À 
Rex na posh at : : d 


a 


4.2. SOLUTION É 


Se ROMAN, , L'énlicectten 2, de (MN ya# CAE) cor @ camlx deR, 
A Rappolr ef + ; 
Récpnequement, de. RoinsfEtios h. Av ka Az Frfer res 
£ Le #iai 1474, 
# 6 : 


ER 


D) Sc [an x Ée EE L t eds He tr? ct “ À esse Bounoifits. + da. 
came l'est de. agp me eh Pin a Pa (Bis 4) : 


Si T L 
(e3) À Ty Aenk tonnes lala lement on ble k La (fes. 


(ts-2) 


ER Sataisr, 


A'ecte : 6, = . Une home £. À canoffca in oo ke Fe Late mème Bt. 
de cenbe À 27 de nappe Het A. Dore Rome so L'idedité act Qi 
sAmébue pra rappel au part À . Réc., cas 2 École, couterinont, 
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Dene LP we, Det bansgrls benne : 
Une tulle RonnRÈtE convient ads : Pa aptes 
cendrale /. be, Effet, Anne Arbonnement 
1 En LC. 4 mohe + a RCE,)=E, , ba, 
RC )=2, ed, (Résine a ceakbe Ÿ : 


G 

ee (8L) #{Be:) ÉbisAt, L'un de 2 points 2. dons à 
n . 5 4 à 

a rire à un paraBlosnaumme ALL, 8 ’ ÉLE,S Ra mue na. pets 
} e4- sephiia. Lie, de, © prrckelehs ; 


NE : «4 a. eue Vote : 


DK nul ir de namarquen : 
BB-É = 4 db = A + AR L 
Écrire 34 rate, 


Chr Br 2 4 3 As + A; 


4.2. SOLUTION 99 


ÎT.n.2 G ra ppurdr eat _ _K8 te 2 mr À, 
KA # 
EE 
# Peso 
LT a Prpuodfit Lee de conte. La Hansfement C, mn Ëe 5 de Aa ppetk 7 2. 
= & du #7 3 
À pe = Æ LA ee E 3 La Eu 
y : : ; ; à 
#3 = TT é LS Ga F 7. 


La core pete ohne ons Aire, Purnaihète -tronofatten dl Rep 
Cer(-2)/-28)2.4 Bisaat ©, ghholement invaant | ana 
E.c. 2 , meules La et x meme tue centrale 2à l- À pren ecmen, 


NB: Ga PA auurse Cantine er mob cart qu #8 Be. {Ah = 4,8 6e) 
= RjÉCD= À, ds mulr que Act & cauhe che L'RomotRatR BR Es 
de nappat Sie | PA 


É 2 Mendin que Met sent diese lamext Sp 22 Roidont 7 sgeaxsaué 
Fe 4 ÉM}e D, Gén a 


4, (Mi = #4,8 RM) ch BR, CN) = RLCPD = & 


+ Cepndidine Lén anppac MED x 24 pa que Be 
dl (MK), INT) ae PT) acient bien definir , Lans ces 
Centrane, Éa cmotructées propre ae anis alèe eu uhfisant 
Promeifstee, 4, Bret B. . mec : 
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LS Se Ms : Lez connbuken clonnme Le peint 
Go hr he C2) = RAR ON) =RUTIET 
d'antitabarnant pppal & OZ aäuna En 
by Se Me X, cn œbbiet 
O0 a BR Re OX) 2 BB CIS = AUD) 
c) Si Men on Heure 


AfK)e ARR Ke BRL Ce) 
que pin pe aile ment dessine mur Pa. Lis-3 £ 


FR 

x Luke à AE pour gamer que Le 2 és ouivantr aout impec kle, | 
la). disntactdleuaus es Rubis 
LES ét cms 


Cas ad : Ce. esse imbeule. 
BE » Lajn À 
BC > Az A3 
CAE “3 LU 
dk Font : 


BC < CA + AG RC € ÉC+R4E 


A, 4 
at € Ait, + dar; FRS RS ON ee } 
3 ATÉE 
Mi, & À 
24 fonts 
de > ar & la,-a, ) 


2 fiaalimant E 
Sup Ras, Ages T La,-as | 


En gjeat sk alouide 


4.2. SOLUTION 97 


Cas (à) + Sütgavart Scott pue | en prunait ujbens 
FAPPS que DA, > 2% M ben 
ABS » AA, 
BC = Ann 
CA = Rae Aa 
que gabhains : CE < BC + BA 
Party AA + Ace, 


MSA, bande . ë 


4 Rene adultes : 
Pres que. LA eee PORTE 
inlarkénineyenst banasnls Ar que. ; 
pren, bo Ge print de Gr) 
(£. Te). 


pitnk Valiteaus & c 


SET, Shuterbunn à Ty , LeouË pist de conbéct panchla axe 
ete, matt ere 3 ancfle. snetent Lungontr ou ve ab Cauv conte, 
peraient aliens : Cler ahoude . 

Berne ES env cata à ‘Éy . 


Sete Ebeut bas à LA L Le cul prit da cenbect pute Ée RÉ 
rait éacess ke 3 qui Traine eue cbr TEE Carripne. prisé dla mme 3 


re Fe enr exe Fe 
Co» 


Fe Ole lp de : àù ë. DCR admettant je contour x tue, 


C5 Rotergnes 
SL détinek di K, bre bi poids de NL meuit & Peut de EQ ; 
Cave Les prints au Bail bus cuane Ce, lobe peint de Ce 
aeishet gxaleus, Fe 4. Dans ee ses LA Hs niétitetnnt éliecitn pa 


ER PRn ee que ane à rajeles | 


98 CHAPITRE 4. CAPES INTERNE 1993 RELOADED 


[2.8 4.4 | 


KR. da Pybhuuue ebonne. 


Hs cn? Ge 
5 SR - CEE Chi. crie at 


di Nrenr 


# Tirages par Pa HA cuoc aa : 

RAR KAËL CRT 4 SA KAE = RIT? 
LES Ke gt CROIS TE) -WKEt = NT? 
den a At KA. LB. KA? 


pu AA. et KA? ire, x) 


# Lu uk eut Cheb dus {au 


inst à Tv <83* 
KA) — (RW a Ke) =zKA+ Ke 


2. pra, Era C die ; à 
Kk, paper PAS PP TIPS Pa CAB passante peur , 


I ,8,4,,) @ rh £ 
| ie =. h & dt pamuse er. ATLRT, és Éh mre ainuement 


Pire TO LTLEK , Rank donc Le éénke du 
Een. L à | 
je À €. 3 4 bn prats de contact bou ë 


caatbe Liosatt aus 


Lan EL, Tue. 


4.2. SOLUTION 99 


Ï2E.8.2 | Mougfir de cmututie de cenbüfidue enxcd ênenit- à BBC (ie le 
pork d'énbeuection de borschues des ile chu Hein be. ñEc y, ps 
de projeln enfinçoneloment LA ou CAB ,C&c> (RE) es es 
K,È,7 Aa. 

D'aqas yhhaume, BTS: EX , CT= Ca ATLAK , ca qui péiret 
Re Aie que Lee ane E(A And ÉCR;Br) , GC, CT) pet Esrgemtr 
EX 


Îx.c 4 


D 


Gr rapedit Le dammotrutén te, 6.4 ; SR? dise luttes 

dns & CBC an T ak a (ACS en TT j en prenne ue | 

ed ge à Palhagen pisse qu A appantiesk. a 6 perpendi 

ee . Pmoul Q'rcntre RE + ser Le clé 
Rkihociit. a OBC: sr F'ansbe CRE. | : | 


FE c.Z| 5x chui TRE à | 
se . : Ca sévbe. Au eue exc à REC dun CAE bi RÉ 
F gr pie LT ch te du Le fe 1 em, prrsteu nhfagnalhment fl aux 


Le ect, de. ABC, Ex Rae | 
2 + M UURR Gmne Ga, 8 0 À. ue , ne Fiias 
cl cubes de sance, rene did fée La je aubaaÿ do. stabse qu 
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LHC. A. 4 arA +4, 


benisa, 
SA. 
CEA + A, P rer 


dpruthic 
puos Lauspe (a-nde pra 
Art p- LPPERE p-b 


A3 LE laata; ds p = a 


HE À ,e , 
| CAR 
Fer & béucandre che. Ras), Cén,) 3 « (fs 5) 
Pubque 1, 7 +4, TC =0 . PAS ae 
€ y L LUE £ 


 . bangunte de Aa n,), Bains, Clans) : Par wnectalith" 
Fe, G ou. Le beunerrete de 3 Criry+a2), ÉCA;Rs) 

mt a éotase. Le-bauerka de Âta, a), SEE RE De 
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Chapitre 5 


Construction de C 


5.1 Insuffisance du corps des réels 


Le corps R des réels est commutatif, totalement ordonné, archimédien et com- 
plet. Au niveau des suites et des limites probables de celles-ci, il n’y à rien à 
rajouter. Mais R possède un énorme défaut algébrique : si toutes les équations 
polynomiales du premier degré admettent bien une solution dans R, il n’en est 
pas de même de certaines équations du second degré qui ne peuvent pas être 
factorisées. 


Pourtant, il n’est pas difficile de factoriser des polynômes du second degré 
quand cela est possible. Si l’on part de l’équation : 


(E) : ax° +bx+c=0 


où (a, b,c) € RŸ et a Z 0, il est toujours possible d'écrire le trinôme du premier 
membre sous sa forme canonique : 


b\? 
ax? +bx+e = a(s+s) — — +c 


Il 
& 
EN 
8 
— 
Ds 
Net 2 

Le] 
& 
EN 
ST 
[Le] 
= |! 
fe) 
CES 
S 
Q 
DES 


(E) devient alors : 


(+) 2e (b) 


2a Aa? 


et l’on a ramené le problème à la recherche des solutions d’une équation du type 
X? = d'où d € R. Comme tout carré d’un nombre réel est positif, l'équation 
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X? = d ne peut avoir de solutions que si d > 0, et dans ce cas : 


X?=d & (X-Vd)(X+Vd)=0 
ee X = +Vd. 


Revenons à (b), et posons À = b? — 4ac. On dit que À est le discriminant 
de (Æ). L’équation (b) ne peut avoir de solutions que si À > 0, et dans ce cas : 
b VA —b+ VA 


DRE Se a 


Concluons : 


Théorème 5.1 L'équation du second degré à coefficients réels ax? +bx+c = 0 
n'admet pas de solution dans R si À < 0, où À = b? — 4ac. Elle admet une 


seule solution x — —b/(2a) si À — 0, et deux solutions distinctes si À > 0, à 
savoir : _ HLAYA 
si 2a 


Ce qui précède montre que toutes les équations du seconde degré à coefficients 
réels admettraient des solutions s’il existait des racines carrées de nombres 
négatifs, c’est-à-dire des solutions des équations X? — d lorsque d < 0. Il suffit 
en fait que l’équation : 

XP 


admette au moins une solution pour pouvoir résoudre nos équations du second 
degré. 


5.2 Parenthèse historique 


Il faut attendre le XVTI® siècle pour que des mathématiciens italiens se voient 
contraints d'inventer un nombre dont le carré vaut —1 pour résoudre des équa- 
tions du troisième degré : on pense à Raphaël Bombelli, Nicolo Fontana dit 
Tartaglia, Ludovico Ferrari, et aussi bien sûr Jérôme Cardan et ses formules. 
—1 est bien un nombre imaginaire, puisqu'il faut « l’imaginer » et passer outre 
nos appréhensions pour l'utiliser dans la résolution d'équations. 


Les choses ne furent pas simples, et ces nouveaux nombres furent longtemps 
considérés comme infâmants et rejetés par de nombreux scientifiques. Ils ne 
finirent par être pleinement reconnus qu’au XIX° siècle, après des milliers de 
textes et de débats visant à réfuter ou justifier leur existence. 


En 1748, Leonhard Euler établit la formule : 
VTT = cosx + V=Isinr 


5.3 ANALYSE DU PROBLÈME 79 


qui devient : 


er VTT = 27 


lorsque x = Tr. Le mathématicien letton Tobias Dantzig qualifiait cette dernière 
formule : 


« d’union mystérieuse dans laquelle l’arithmétique est représen- 
tée par 0 et 1, l’algèbre par —1, la géométrie par 7 et l’analyse 
par e ». 


Les nombres complexes formeraient ainsi un pont remarquable entre des do- 
maines mathématiques très différents, donnant à la mathématique plus de sens 
et plus de consistance... 


Le lecteur intéressé par les problèmes historiques soulevés par les inventions 
des nombres négatifs et des nombres complexes est invité à lire l'excellent petit 
article d’Eliane Cousquer sur les nombres impossibles [?]. 


5.3 Analyse du problème 


On désire construire un ensemble X qui contient R, sur lequel on peut définir 
une addition et une multiplication qui généralisent celles de R et structurent K 
en corps commutatif, et tel qu’il existe un élément à tel que à? = —1. De façon 
plus sobre : 


On veut construire un sur-corps de R qui contienne une solution à 
de l'équation x? = —1. 


l'natiditäifier—] tdsK 
atditümionroomehsR 


FiG. 5.1 — L'élément à doit vérifier 42 = —1 


La FIG. 5.1 donne une idée de la situation. Si un tel sur-corps K existe, il doit 
contenir toutes les écritures de la forme a + ib avec a,b € R. Les lois + et x 
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ont les propriétés qu’on leur connaît dans R, et ces propriétés doivent être les 
mêmes dans X, donc pour tous a, b, a/,b € R on doit avoir : 
(a+ ib) + (a +48") = (a+ a’) +i(b+b) 


et : 


(a+ ib) (a! +0!) aa + (ib) (46°) + (db) a + a (ib') 


aa — bb +i (ab! + ba’) | 


Ces calculs, effectués a priori, nous invitent à construire un ensemble dont les 
éléments s’écriraient formellement a + 4b et dont les lois seraient données par 
ces formules, à charge ensuite de vérifier que l’ensemble ainsi défini est bien 
un sur-corps de R. 


Une autre idée consiste à définir une addition et une multiplication dans le 
produit cartésien R x R en s'inspirant des calculs ci-dessus, puis à vérifier que 
cet ensemble forme un corps qui répond à nos attentes. C’est ce que l’on fait 
dans la Section suivante. 


5.4 Une construction de C 


Notons € = R x R le produit cartésien de deux copies de R, sur lequel on 
définit les deux lois internes suivantes (une addition et une multiplication) : 


(a,b) + (a”,b) = (a+ a',b+b!) 


Va, a ,b,bP ER 
du A ei 


On vérifie facilement que l’addition est commutative, associative, possède un 
élément neutre (0,0), et que, pour tout élément (a,b), il existe un élément 
(a!,b!) tel que (a,b) + (a/,b') = (0,0), à savoir (a/,b°) = (—a,—b). (C,+) est 
donc un groupe commutatif. C’est le group-produite additif pour la loi-produit 
habituelle. 

Dans C, la multiplication est clairement commutative, et admet (1,0) pour 
élément neutre car : 


V(a,b)eC  (a,b).(1,0) = (a,b). 
La multiplication est associative car : 


(Ca, bY:{cd))(e, 7) (ac — bd, ad + bc).(e, f) 
((ac — bd) e — (ad + bc) f, (ac — bd) f + (ad + bc) e) 


(ace — bde — adf — bcf,acf — bdf + ade + bce) 
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et : 


(a,b).((c,d).(e, f)) Fr (a,b).(ce — df,cf + de) 
— (a(ce — df) —-b(cf + de) ,a(cf + de) +b(ce — df)) 
— (ace — bde — adf — bcf,acf — bdf + ade + bce) 


de sorte que ((a,b).(c,d)).(e, f) = (a,b).((c,d).(e, f)) quels que soient les 
éléments que l’on choisit dans C. La multiplication est distributive par rapport 
à l’addition. En effet : 


(a,b).((c,d)+(e,f)) = (a,b).(c+e,d+f) 
= (a(c+e)-b(d+f),a(d+f)+b(c+e)) 
— (ac+ae—bd—bf,ad + af + bc + be) 


et : 


(a,b).(c,d)+(a,b).(e,f) — (ac—bd,ad+ bc) + (ae — bf, af + be) 
(ac + ae — bd — bf,ad + af + bc + be) 


d’où (a,b).((c,d)+(e,f)) = (a,b).(c,d) + (a,b).(e, f), ce qui démontre la 
distributivité à gauche, et donc aussi la distributivité à droite puisque la mul- 
tiplication est commutative. Enfin si (a,b) Z (0,0), 


a 
fr. © 
aa! — bb =1 FT REP 
b).(a,b') = (1,0 
(a,b). (a, ) eo 8 Paco dé ER 
a? + b2? 


donc tout élément non nul de € est inversible. En conclusion : 
Théorème 5.2 (C,+,.) est un corps commutatif. 
Définition 5.1 On dit que C est le corps des nombres complexes. 


Théorème 5.3 L'application : 


ji: R — C 

z + (x,0) 
est un monomorphisme de corps qui permet d'identifier R et l’image j (R) 
en posant x — (x,0) quel que soit x € R. Après cette identification, on à 
l'inclusion R € € et C apparaît comme un sur-corps de R. 
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Preuve — j est un homomorphisme de corps puisque 


j(&+2) = (x+2,0) = (x,0) + (x,0) = 5 (x) + j (x) 


Vx,x ER { j(cr)= (27,0) = (&,0).(4,0) = 37 (&) 4 (er). 


De plus Ker j = {0} donc j est injective. 


Remarque — On peut remarquer qu’un homomorphisme de corps non nul 
est toujours injectif. Cela vient du fait que le noyau d’un tel homomorphisme 
est un idéal dans un corps, et que les seuls idéaux d’un corps K sont triviaux, 
c’est-à-dire égaux à {0} ou X. En effet, si Z est un idéal d’un corps Æ et si 7 
contient un élément non nul x, il contient aussi l’unité car x.x-! — 1, et donc 
aussi tous les éléments de la forme 1.y où y parcourt K. Autrement dit 1 = K. 


See 5.2 On pose i = (0, ne . sorte que à soit un nombre complexe 
tel que à? = (0,1) (0,1) = (—1,0) — 


Théorème 5.4 Tout nombre complexe z s'écrit de façon unique z = a + ib 
avec a, b ER. En particulier : 


Va,bEeR a+ib=a+i & a=aetb=#. 


Preuve — Tout nombre complexe z = (a, b) s'écrit : 

z = (a,b) = (a,0) + (0,b) 
(a, 0) + (0, 1) (b, 0) 
a + ib. 


L’unicité de cette écriture est évidente. En 


Définition 5.3 L'écriture z = a + ib (où a,b € R) est appelée écriture al- 
gébrique de z. Le réel a est la partie réelle de z, et le réel b est la partie 
imaginaire de z. On note a = Rez et b = Imz. La partie iR = {ib/bER} 
de € est appelée ensemble des imaginaires purs. 


Evidemment, avec ces définitions : 


z2EeR = Imz=0 
zEeiR & Rez—0. 


L'écriture algébrique des nombres complexes permet d’utiliser toutes les règles 
de calcul habituelles dans R auxquelles on ajoute la relation #? — —1. On 
retrouve ainsi le développement d’un produit : 
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(a+ 4b) (a! + ib') 


aa” + (ib) (äb') + (ib) a + a (ib') 
aa — bb +i (ab' + ba’) | 


de la Section 5.3. L’imaginaire pur à est maintenant un nombre comme les 
autres. C’est une des solutions de l'équation x? — —1. La résolution complète 
de cette équation donne deux solutions +i puisque : 


2 


 =-1 & x 


0 & (x-i)(c+i)=0 


et que C est intègre (comme tous les corps), donc ne possède pas de diviseur 
de zéro. L’équation (x — à) (x +4) = 0 équivaut donc à x = +i. 


5.5 Propriété universelle 


On peut énoncer que : 


(P) Le corps des complexes € est, à isomorphisme près, le plus 
petit corps qui contienne R et une racine de —1. 


Cette affirmation demande à être expliquée, puis démontrée. Considérons un 
corps commutatif K qui contienne R et dans lequel il existe une racine @ du 
polynôme X? + 1. Appelons jx : R — K l'injection canonique de R dans K. 
Supposons que € ait été construit, et que, l’on ait formellement : 


C={z/3a,beR z=a+ib}. 


Notons j : R — C l'injection canonique de R dans €, qui n’est autre qu’un mo- 
nomorphisme de corps. La phrase (P) signifie qu’il existe un monomorphisme 
de corps g : C — K qui rende le diagramme suivant commutatif : 


autrement dit, tel que jx = go j. 


Pour démontrer cette dernière affirmation, nous raisonnerons par analyse- 
synthèse. Nous allons supposer qu’il existe un morphisme de corps g qui rende 
le diagramme (D) commutatif. Dans ce cas : 


el 


= 1 > g(i)=-1=0 = g(i)=+a, 
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donc nécessairement g (i) = £a où € = +1. Comme j et jx sont des injections 
canoniques, j (x) = jx (x) = x pour tout x € R, et puisque le diagramme (D) 
est commutatif, on obtient g(j(x)) = jx (x) pour tout x € R, soit : 


VER g(x)=x. 
Finalement, si z = a +ib € C, on obtient : 
g(z)=g(a+ib) = g(a)+g(i)g(b)=a+eba. (+) 


Nous venons de démontrer qu’il existe au plus deux applications g qui peuvent 
répondre à la question, et (+) nous montre exactement qui sont les prétendants. 
La synthèse est facile puisque, si € = +1 est fixé une fois pour toutes, l’appli- 
cation : 


g : C — K 
z=a+tib + a+eba 


est évidemment un monomorphisme de corps. 


5.6 D’autres constructions intéressantes 


Il existe d’autres façons d'introduire le corps des complexes à partir de celui des 
réels. Toutes ont leur charme et leur intérêt. Chaque méthode employée donne 
un éclairage particulier qui privilégie une approche et fait prendre conscience 
d’une relation intime entre des domaines différents. Il n’est donc pas inutile 
de voir d’autres façons de procéder. 


5.6.1 Un espace vectoriel de base (1,i) 


Analyse — On désire construire un corps € contenant R, dans lequel l’équa- 
tion x? — —1 admet des solutions, et qui soit minimal pour l’inclusion. Ce 
corps C contiendra nécessairement un élément + tel que à? = —1, et donc aussi 
tous les éléments a + 5b lorsque a et b décrivent R. 


Supposons que l'égalité a+ib = 0 ait lieu. Si b £ O, alors b est inversible dans C 


d’inverse le réel 1/b, et i = —a/b € R, ce qui est absurde puisque l’équation 
x? = —1 n’admet pas de racine réelle. Donc b = 0 et a = 0. On doit donc 
avoir : 


a+ib =0 a=b=0. 


Par conséquent, si un tel corps existe, ce ne peut être qu’un espace vectoriel 
de dimension 2 sur R, muni d’une base (1, i) telle que i? = —1. 


Synthèse — Soit C un espace vectoriel sur R de dimension 2 sur R, muni 
d’une base (1,i). On sait déjà que (C, +) est un groupe commutatif. On définit 
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alors une multiplication interne dans € en posant 5? — —1, et de façon plus 
générale, si al + bi et c1 + di sont des éléments de C, en définissant : 


(al + bi) (c1 + di) = (ac — bd) 1 + (ad + bc) i. 


Il est alors facile de vérifier que (C*,.) est un groupe commutatif et que l’ap- 
plication : 
ji: R — C 


a + al 


est un monomorphisme de corps qui permet d'identifier R et j(R) en posant 
a = al. Il ne reste plus qu’à simplifier les écritures en nous permettant d’écrire 
tout élément z = al + bi de C sous la forme : 


2 = al + bi =al + (b1) i =a + bi. 


Puis on s’autorise à écrire simplement à au lieu de i. 


5.6.2 Une construction formelle 


La construction précédente débute en considérant un espace vectoriel sur R. 
Mais qui nous empêche de présenter immédiatement € comme l’ensemble de 
toutes les écritures formelles a + 4b, où a et b sont des réels ? Il ne reste alors 
plus qu’à définir une addition et une multiplication par : 


(a + bi) + (c+ di) =(a+c) +(b+d)i 
(a + bi) x (c+ di) = (ac — bd) + (ad + bc) 1, 


puis vérifier que € équipé de ces lois internes forme un corps commutatif, pour 
achever la construction. 


Par construction 4? — —1. Par construction aussi l'égalité a + bi — c + di 


équivaut à a = cet b = d, puisqu'il s’agit d’écritures formelles que l’on suppose 
naturellement différentes si les nombres réels utilisés pour les définir diffèrent, 
et cela revient à considérer que (1,4) est une base de € considéré comme un 
espace vectoriel sur R. 


Cette construction demande peu de prérequis, même s’il faut ensuite ne pas 
oublier de : 


- vérifier point par point que les propriétés annoncées de l’addition et de la 
multiplication sont au rendez-vous. L'avantage d’autres constructions, comme 
celle vue en À ci-dessus, est de sauter certaines vérifications en observant que 
(C,+) est un groupe commutatif par définition. 
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- vérifier que l’application j : R — € qui au réel a associe a + Of, est un 
monomorphisme de corps, ce qui permet d'identifier les réels à des complexes 
en écrivant a+0i = a. On écrira aussi 0+bi = bi ce qui ne pose aucun problème 
d'écriture, et constitue une simplification efficace des notations. 


Cette méthode de construction des complexes correspond à une « économie 
de moyens » appréciable si l’on n’a pas de connaissances précises sur les struc- 
tures algébriques fondamentales comme les groupes, les corps ou les espaces 
vectoriels. 


5.6.3 Un anneau-quotient de R[X] 


De façon générale, on sait définir l’ensemble-quotient A/1 d’un anneau unitaire 
commutatif À par l’un de ses idéaux J, et l’on sait construire des lois naturelles 
dans A/I qui structurent A/T en un anneau unitaire commutatif ([6], 8.3.2). 
Considérons l’anneau R[X] des polynômes à une indéterminée à coefficients 
réels, et l’idéal (X? +1) engendré par X? + 1 dans R[X]. Alors l’anneau- 
quotient R[X]/(X? + 1) est structuré en corps : 


Théorème 5.5 (R [X] /(X2 +1),+, i est un corps commutatif. 


Preuve — Il s’agit de montrer que tout élément non nul P de l’anneau 
R[X]/(X? + 1) est inversible. Si P £ 0 alors X? + 1 ne divise pas P(X), 
et comme X? + 1 est irréductible dans R[X], cela signifie que les polynômes 
X?+1et P(X) sont premiers entre eux. Le théorème de Bezout (vrai dans 
n'importe quel anneau principal, donc en particulier dans R[XT) montre alors 
l'existence de deux polynômes U (X) et V (X) tels que : 


(X?+I)U(X) + P(X)V (X) = 1. 


Il suffit de passer aux classes pour obtenir PV = d: ce qui prouve que P est 
inversible. 


Remarques — a) On sait que l’anneau R[X] est principal, c’est-à-dire 
intègre et sans diviseur de zéro ([6], Th. 76). On sait aussi définir les notions 
de pgcd et de ppem de deux éléments d’un anneau principal, et l’on connaît les 
résultats classiques tel le Théorème de Bezout qui affirme que deux éléments a 
et b d’un anneau principal À sont premiers entre eux si, et seulement si, il 
existe u,v € À tels que au + bu = 1 ([6], Chap. 4). 


B) Rappelons qu’un élément a d’un anneau intègre À est dit irréductible s’il 
n’est pas nul, s’il n’est pas inversible, et si ses seuls diviseurs sont les diviseurs 
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triviaux u et ua (où u représente un élément inversible de À), ce qui équivaut 
à l'implication : 
a=bc = (be Aouce 4*) 


où A* désigne le groupe multiplicatif des éléments inversibles de À ([6], 8.5.1). 
Le polynôme X? + 1 est de degré 2 et n’admet pas de racines réelles, donc ses 
diviseurs seront des polynômes de degrés 0 ou 2. Si X? +1 = R(X)S(X), 
alors nécessairement R(X) ou S (X) est une constante non nulle, c’est-à-dire 
un élément inversible de R[X]. Nous venons de vérifier que X? + 1 est bien 
irréductible dans R [X]. 


y) Autre preuve du Théorème 5.5 — Un résultat général affirme que si 1 est 
un idéal d’un anneau commutatif À, alors A/I est un corps si et seulement 
si Î est un idéal maximal ([6], Th. 89). Un autre résultat stipule que si a est 
un élément non nul d’un anneau principal À, alors l’idéal (a) engendré par a 
est maximal si et seulement si a est irréductible ([6], Th. 92). On en déduit 
que (R[X]/(X2+1),+,.) est un corps comme le quotient d’un anneau par 
un idéal maximal. 


Il est temps de poser : 


Définition 5.4 On pose C = R[X]/(X? +1), et l’on dit que C est le corps 
des nombres complexes. 


L'ensemble € = R[X]/(X? + 1) est structuré en espace vectoriel sur R en 
tant que quotient d’un espace vectoriel par un sous-espace vectoriel. La chose 
importante est maintenant de remarquer que la classe X du polynôme X est 
une racine du polynôme X? + 1. C’est évident « par construction » puisque : 


2 a — ï 

X +1= X2+1=0. 
Cette remarque signifie que nous avons construit un corps qui contient une 
racine de —1. Le procédé employé, qui peut se généraliser à bien d’autres si- 


tuations, est connu sous le nom de procédé d’adjonction symbolique de racines. 
Pour terminer, il reste à injecter R dans C. Mais d’abord : 


Théorème 5.6 B = (1, X) est une base du R-espace vectoriel C. 


Preuve — En utilisant la division euclidienne par X? + 1, on peut affirmer 
que tout polynôme P (X) de R[X] s’écrit sous la forme : 


P(X) = (X? +1) Q(X) +aX +b 
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avec Q(X) € R[X] et a,b € R. On en déduit que P = aX + bl, et donc 
que tout élément P de € s’écrit comme combinaison linéaire de 1 et X. Cela 
montre que B engendre C. 


Si aX +bl — 0, alors X? + 1 divise aX + b, et donc a = b = 0 puisqu’un 
polynôme de degré 2 ne peut pas diviser un polynôme non nul de degré inférieur 
strictement à 2. Cela montre que le système B est libre. 


L'application : 
ji: R — € 
a + al 
est clairement un monomorphisme de corps qui permet d'identifier R au sous- 
corps j(R) de € en posant a — al — à quel que soit a € R. Après cette 
identification : RC Cet 1 = 1. Posons à = X. Alors chaque élément z de C 
s’écrira de façon unique sous la forme : 


D —= al EX = a+bi 


avec a,bEe R et à? = —1. 


5.6.4 Un ensemble des matrices 


Si (M2(R),+,.,x) désigne l’algèbre des matrices carrées de taille 2 à co- 
efficient dans R, on peut définir € comme étant l’ensemble des matrices de 


M2 (R) de la forme : 
a —b 
M (a, b) = ( Re ) 


On vérifie que C est une sous-algèbre de M2 (R), autrement dit que : 


e (C,+,.) est un sous-espace vectoriel de M2 (R) car si M (a,b) et M (c, d) 
appartiennent à C, et si À€ R, alors M (a, b)+ AM (c, d) = M (a + Àc, b + Àd) 
appartient encore à C. Notons que dimp € = 2 car (M (1,0), M (0,1)) est une 
base de C. 


e (C,+, x) est un sous-anneau de M2 (R) : on a déjà vu que (C, +) était 
un sous-groupe de (M2 (R) ,+), et pour tout (a,b,c,d) € R“, 


HGOXMED é a) ) 
ac—bd —ad— bc 
ad+bc ac—bd 


— Miac— bd,ad+ bc), 


où a et b décrivent R. 
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donc la multiplication est interne dans C. 


L'ensemble C est un corps car, si (a, b) Z (0,0), 


dr Shi d a b 
b a a2+b\ —b a 
montre que l’inverse de M (a, b) existe et appartient à C. L'application : 


j: R — C 
a + Mi(a,0) 


est clairement un monomorphisme de corps qui permet d'identifier R à une 
partie de C en posant M (a,0) = a pour tout a € R. Pour tout (a,b) € R?, on 
peut écrire : 


M(a,b) = Mi(a,0)+M(0,b) 
a+bM (0,1) 


où M (0,1) est un nombre complexe qui vérifie M (0,1)? = M (—1,0) = —1. 
Si l’on pose à — M (0,1), on obtient 5? = —1 et : 


V(a,b)eR? Mi(a,b) = a + bi. 


Tout nombre complexe z s'écrit donc de façon unique sous la forme z = a + bi 
où a et b sont des réels, et cela achève notre construction. 


Remarque — Les matrices M (a,b) (avec (a, b) Z (0,0)) sont les matrices 
des similitudes vectorielles directes du plan vectoriel euclidien. L'identification 
de € avec ces matrices revient donc à l’identification de € aux similitudes 
vectorielles directes (au zéro près). C’est compréhensible puisque l’on à vu 
dans le cours de géométrie que l'écriture complexe d’une similitude vectorielle 
directe est z/ = cz où c € C* ([5] 8. 13.1.4 ou [4] £.15.1.4). 
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